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Version abre´ge´e
Ce travail a pour objet la simulation nume´rique du comportement thermique d’une cel-
lule d’e´lectrolyse de l’aluminium. L’aluminium est produit par une re´duction e´lectrolytique
de l’alumine dissout dans un bain forme´ principalement de cryolithe. Dans ce proce´de´ de
re´duction, appele´ proce´de´ de Hall-He´roult, le me´tal est produit a` une tempe´rature d’en-
viron 965 ◦C. Une couche de bain re-solidifie´, appele´e talus, se forme sur les parois de
la cellule, prote´geant celle-ci de la tre`s forte agression chimique du bain. Les pertes ther-
miques a` travers le talus et les parois jouent un roˆle important dans le comportement
magne´tohydrodynamique et thermique de la cuve. Une connaissance pre´cise de la forme
des talus est de ce fait un ingre´dient non ne´gligeable dans le processus d’optimisation de
la cellule.
Le champ des tempe´ratures et la forme du talus sont obtenus en re´solvant simultane´ment le
syste`me d’e´quations forme´ par: une e´quation non line´aire de convection-diffusion de la cha-
leur, qui peut eˆtre conside´re´e comme un proble`me de Ste´phan en enthalpie et tempe´rature
dans le domaine forme´ par les fluides et le talus, l’e´quation de Navier-Stokes avec une
interface libre dans le domaine occupe´ par les fluides et les e´quations de Maxwell dans
l’espace tout entier. Le terme source de l’e´quation de la chaleur provient de la dissipation
par effet Joule de la chaleur produite par les courants qui traversent la cuve. Un sche´ma
de Chernoff est utilise´ pour la re´solution nume´rique du proble`me de Ste´phan.
Des re´sultats nume´riques 3D concernant la forme du talus, le potentiel e´lectrique et les
champs de tempe´rature et de vitesse sont pre´sente´s.
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Abstract
This work is concerned with a numerical simulation of the thermal behaviour of an
electrolysis cell for the production of the aluminium.
Aluminium is produced by an electrolytic reduction of alumina dissolved in a bath of mol-
ten cryolite. In this reduction process, called Hall-He´roult process, the metal is produced at
about 965 ◦C. A frozen bath layer, called ledge, arises in the boundary region and protects
the side walls of the cell from corrosive electrolyte. This ledge may change the magneto-
hydrodynamical equilibrium of the cell and reduce the heat loss through the walls. The
ledge is thus playing a significant role in both the thermal and magnetohydrodynamical
behaviour of the cell.
A precise knowledge of the ledge is thus an imporant ingredient in the optimization process
of the cell.
The temperature field and the ledge shape in a whole smelter are obtained by simulta-
neously solving the system of equations formed by: a non-linear convection-diffusion heat
equation, which can be considered as a Stephan problem in enthalpy and temperature in
the domain of the cell occupied by fluids and ledge, Navier-Stokes equations with a free
interface in the fluid domains and Maxwell equations in the whole space. The source term
of the heat equation results from the Joule effect due to the electrical current crossing the
cell. A Chernoff scheme is used to numerically solve Stephan problem.
Three dimensional numerical calculations showing ledge shape, temperature and velocity
fields as well as electrical potential for an operating cell are obtained.
The effect of thermal field on the electrical current and the effect of fluid motions on the
ledge shape in the aluminium cells are presented.
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Chapitre 1
Introduction
L’aluminium, dont l’importance dans la me´tallurgie n’est plus a` de´montrer, est produit
par re´duction e´lectrolytique. Le me´tal est obtenu a` l’aide de deux processus distincts qui
ne´cessitent tous deux l’emploi d’importantes quantite´s d’e´nergie.
Le premier consiste a` extraire l’alumine de la bauxite, le second permet d’en extraire
l’aluminium. La bauxite, minerai le plus abondant de l’e´corce terrestre (8.1 %), tire son
nom du village des Baux d’Arles (France) ou` elle fut de´couverte par Berthier en 1821. Elle
contient trois hydroxydes d’aluminium, la gibbsite, la boehmite et le diaspor ainsi que du
fer, de la silice et du titane. On y trouve e´galement des impurete´s sous forme de quartz,
kaolinite, leucoxe`ne et goethite...
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Figure 1.1: processus de Hall-He´roult.
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Dans le premier processus l’oxyde d’aluminium est extrait de la bauxite a` l’aide du proce´de´
dit de Bayer qui ope`re a` haute tempe´rature et a` pression e´leve´e; il consiste a` dissoudre
les hydroxydes d’aluminium dans une solution caustique, a` pre´cipiter celle-ci puis a` ope´rer
une calcination permettant d’obtenir l’oxyde d’aluminium sous forme d’une poudre appele´e
alumine. Dans les paragraphes qui suivent nous nous inspirons de ([AEF01]) pour de´crire
le processus d’e´lectrolyse.
1.1 Processus d’e´lectrolyse
Industriellement l’aluminium est obtenu par re´duction e´lectrolytique de l’oxyde d’alu-
minium a` l’aide d’un proce´de´ invente´ en 1886 inde´pendamment et simultane´ment par
l’Ame´ricain Hall et le Franc¸ais He´roult. Dans ce proce´de´, dit de Hall-He´roult (voit Fi-
gure 1.1), l’oxyde d’aluminium, pre´sent sous forme d’alumine, est dissout dans un bain
e´lectrolytique forme´ typiquement d’alumine (5 %), de cryolithe Na3AlF6 (83 %), qui joue
le roˆle de solvant, et d’un me´lange de sels fluore´s, par exemple fluorure d’aluminium AlF3 (7
%) et fluorure de calcium CaF2 (5 %), dont la pre´sence permet d’ope´rer a` une tempe´rature
d’environ 960 ◦C, une tempe´rature a` laquelle la re´duction est optimale de point de vue
thermique.
Dans le proce´de´ de Hall-He´roult les cuves modernes fonctionnent avec des anodes re-
nouvelables en carbone. Ces dernie`res, qui sont partiellement immerge´es dans le bain
e´lectrolytique, sont consomme´es au cours de la re´action avec production de gaz carbonique.
L’aluminium, dont la densite´ est supe´rieure a` celle du bain e´lectrolytique, s’accumule au
fond de la cuve, un fond constitue´ d’un bloc de carbone. Les parois de la cuves sont forme´es
de mate´riaux re´fractaires, thermiquement isolants, loge´s dans une armature d’acier.
Bien que le mot bloc cathodique de´signe dans l’industrie le fond de carbone mentionne´
plus haut, la cathode proprement dite est constitue´e par la surface de se´paration entre
bain et aluminium.
L’ensemble des re´actions chimiques qui conduit a` la re´duction de l’alumine peut eˆtre re´sume´
par les deux e´quations suivantes:
2Al2O3 + 3C = 4Al + 3CO2 (a)
2Al + 3CO2 = Al2O3 + 3CO (b)
La seconde e´quation de´crit le phe´nome`ne de re´oxydation, dite re´action de Boudouard,
qui a lieu simultane´ment avec la re´duction de´crite par la premie`re e´quation. Le taux de
production de CO permet de mesurer le rendement Faraday de la re´action.
1.1.1 L’anode
L’anode est forme´e d’un me´lange d’agre´gat de coke de pe´trole, de goudron et de char-
bon, moule´e en forme de bloques et traite´e a` 1100 ◦C dans des fours approprie´s. Les anodes
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sont fixe´es a` la barre anodique a` l’aide de tiges en aluminium ou en cuivre prolonge´es par
des griffes en acier qui entrent dans la partie supe´rieure de celles-ci.
Les anodes doivent eˆtre remplace´es a` intervalles re´guliers. Ce changement a lieu typi-
quement apre`s un mois d’utilisation, lorsque l’anode n’a plus que le quart de son volume
initial.
Des cuves modernes comptent entre 16 et 40 anodes. On constate qu’on aura ainsi grosso
modo un changement d’anode par jour.
1.1.2 L’e´lectrolyte
Puisqu’elle joue le roˆle de solvant, la cryolithe est le composant principal de l’e´lectrolyte.
Mis a` part des pertes tre`s faibles provenant de l’e´vaporation de l’hydrolyse et d’infiltration
dans le bloc cathodique, l’e´lectrolyte n’est pas consomme´ durant le processus de re´action.
Une cuve moderne contient typiquement entre 2 a` 3 m3 d’e´lectrolyte, ce qui correspond a`
une hauteur du bain de l’ordre de 20 cm dans les canaux autour des anodes. En fonction-
nement normal la tempe´rature de l’e´lectrolyte est comprise entre 955 et 965 ◦C.
Les autres constituants de l’e´lectrolyte, principalement des sels fluore´s, ont pour effet ma-
jeur d’abaisser la tempe´rature a` laquelle la re´duction chimique a lieu. Cette diminution de
la tempe´rature conduit principalement a` une re´duction de la re´action de Boudouard.
La distance interpolaire i.e. la distance moyenne entre la face infe´rieure de l’anode et
la surface de se´paration entre l’aluminium et le bain e´lectrolytique est typiquement de 2 a`
10 cm.
Le courant e´lectrique qui traverse l’e´lectrolyte, dont la re´sistivite´ est de l’ordre de 10’000
fois supe´rieure a` celle de l’aluminium, conduit a` un important de´gagement de chaleur
par effet Joule. Le re´glage des flux thermiques permet alors d’ope´rer dans la plage des
tempe´ratures mentionne´es plus haut.
1.1.3 L’alumine
Conforme´ment a` la re´action donne´e par (a) la production d’un kilo d’aluminium ne´cessite
un montant d’alumine de 1.89 kg. Dans ce processus 0.33 kg de carbone sont consomme´s
produisant 1.22 kg de gaz carbonique.
Alors que dans les anciennes cuves l’alimentation s’effectuait a` intervalles de temps re-
lativement longs impliquant l’introduction d’importantes quantite´s d’alumine, les cuves
modernes sont e´quipe´es d’un dispositif, appele´ point feeder, permettant une alimentation
automatique. L’adjonction est de l’ordre de 1.5 kg d’alumine par minute. Notons que
l’apport d’une importante quantite´ d’alumine peut conduire a` la formation, sur le bloc
cathodique, d’amas qui ne se dissolvent pas (sludge), le syste`me des point feeders e´limine
cet inconve´nient graˆce a` une dissolution rapide de l’alumine.
Lorsque la concentration d’alumine dans le bain devient trop faible c’est la cryolithe elle-
meˆme qui subit le processus de dissociation, avec formation de fluor. Ce fluor qui s’ag-
glome`re sous les anodes empeˆche le passage du courant e´lectrique, provoquant une surten-
sion, de l’ordre de 35 volts, de´signe´e sous le nom d’effet anodique. L’augmentation de la
tempe´rature lie´e a` cet effet peut conduire a` une destruction partielle des anodes.
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L’effet anodique est e´limine´ par une suppression me´canique de la couche de gaz qui recouvre
la surface infe´rieure de l’anode.
1.1.4 Le bloc cathodique
Le bloc cathodique, souvent appele´ cathode, est constitue´ de blocs de carbone obtenus
par moulage d’un me´lange d’anthracite et de graphite.
Des barres en acier, dites barres cathodiques, a` travers lesquelles le courant e´lectrique sort
de la cuve sont inse´re´es dans des rainures situe´es a` la base infe´rieure du bloc cathodique ;
elles y sont fixe´es par des tenons en acier ou par des paˆtes a` base de carbone permettant
d’obtenir un bon contact e´lectrique. Cet ensemble forme´ du bloc cathodique et des barres
cathodiques repose sur des couches de mate´riaux re´fractaires et isolants.
Les parois late´rales en carbone sont fixe´es sur le bloc cathodique, le tout e´tant contenu
dans un logement en acier de forme rectangulaire dont les dimensions sont typiquement
de 9 a` 14 m de longueur, 3 a` 5 m de largeur et 1 a` 1.5 m de profondeur. On notera que la
profondeur de la partie ope´rationnelle de la cuve ne de´passe pas 50 cm.
Etant donne´ qu’aucun mate´riau connu ne re´siste a` l’effet corrosif de la cryolithe, il est
ne´cessaire de recouvrir les parois de la cuve d’une couche protectrice forme´e de cryolithe
solidifie´e. L’e´paisseur de cette couche, qu’on appelle talus, sera de´termine´e par l’isolation
thermique de la cuve. On e´vitera que cette couche ne couvre la face supe´rieure du bloc
cathodique afin de ne pas perturber la distribution des courants e´lectriques.
Bien que la couche d’aluminium prote`ge la cathode, de faibles infiltrations de sodium et
de cryolithe pe´ne`trent dans celle-ci. Elle doit de ce fait eˆtre pe´riodiquement remplace´e.
Pour les cuves modernes le couˆt de ce regarnissage de´passe 15 % du couˆt de la cellule.
La dure´e de vie d’une cathode est donc un facteur important dans le calcul du couˆt de la
production.
Typiquement la vie moyenne d’une cathode pour des cuves modernes est de l’ordre de 5 a`
8 ans. Il s’ave`re ne´anmoins que certaines cuves peuvent rester en fonctionnement jusqu’a`
11 ans.
1.1.5 Les lignes de production
Dans l’industrie on utilise des dispositions en se´ries allant de 150 a` 250 cuves ou` la
cathode de l’une est e´lectriquement connecte´e a` l’anode de la suivante, pour former une
ligne de cuves (ou potline). Cette connexion en se´rie permet l’utilisation de redresseurs
produisant des voltages e´leve´s. Dans quelques cuves modernes ce voltage peut atteindre
1500 volts.
Les cuves, dont le courant peut aller de 175 KA a` 325 KA, sont place´es coˆte a` coˆte
(side by side). Ceci permet de re´duire certains effets ne´fastes lie´s a` la pre´sence de champs
magne´tiques trop e´leve´s. Les petites cuves ayant le courant infe´rieur a` 50 KA, sont habi-
tuellement place´es bout a` bout (end to end).
Dans une cuve, la stabilite´ des mouvements de´pend de fac¸on pre´ponde´rante des forces
de Laplace, forces qui proviennent de l’interaction entre les courants e´lectriques qui tra-
versent la cuve et les champs d’induction magne´tiques ge´ne´re´s par ces meˆmes courants ou
par ceux qui parcourent les barres omnibus (barres d’alimentation des courants). Le but
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principal des arrangements dits “coˆte a` coˆte” est d’obtenir, par un choix judicieux de la
ge´ome´trie des conducteurs, une diminution de l’amplitude du champ d’induction.
Figure 1.2: Un exemple de cuve.
1.1.6 Cuve en ope´ration
Notre but, dans ce paragraphe, n’est pas de de´tailler les techniques de fonctionnement
de la cuve, mais de pre´senter deux ope´rations principales ayant des effets directs sur la
stabilite´ MHD i.e. magne´tohydrodynamique et sur le comportement thermique de la cuve.
Les cuves alimente´es automatiquement en alumine ne´cessitent deux ope´rations importantes
effectue´es fre´quemment: changement d’anodes et le puisage du me´tal. Ces deux ope´rations
qui ont lieu presque quotidiennement causent des perturbations dans le processus de pro-
duction.
Le changement d’anodes induit les perturbations ope´rationnelles les plus grandes. Apre`s un
tel changement, une couche d’e´lectrolyte se solidifie rapidement sous la nouvelle anode dont
la tempe´rature est plus basse que celle du bain. Cette couche persiste durant deux jours
avant de disparaˆıtre par fusion, ce qui change localement la tempe´rature de l’e´lectrolyte,
ceci est accentue´ par le fait que la nouvelle anode n’est parcourue que par de faibles
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courants e´lectriques. Un tel changement peut aussi perturber la distribution du courant
anodique et ainsi de´stabiliser le mouvement du fluide.
L’ope´ration de puisage a un effet remarquable sur le champs thermo-e´lectrique de la cuve.
En effet le puisage diminue l’e´paisseur de la couche de me´tal et augmente par conse´quence
la distance interpolaire ce qui conduit a` une surtension e´lectrique et un re´chauffement dans
la cuve. Face a` cette ope´ration perturbante, une autre ope´ration est couramment effectue´e.
C’est le rele`vement puis l’abaissement de la traverse supportant les anodes, avant et apre`s
le puisage, afin de maintenir constante la distance interpolaire ne´cessaire a` la stabilite´ de la
cuve. La consommation des anodes au cours du temps impose aussi d’abaisser la traverse
vers la cathode pour maintenir une distance interpolaire constante. Cette ope´ration a lieu
toutes les deux ou trois semaines.
A mentionner que l’ajout de l’alumine dans la cuve peut aussi conduire a` un changement
thermique observe´ industriellement dans le bain, (voir [GrW87] page 227).
Au vu de ce qui pre´ce`de, il est clair qu’un mode`le thermique stationnaire repre´sente l’e´tat
thermique en l’absence des perturbations ope´rationnelles mentionne´es ci-dessus.
1.2 L’importance de l’e´tude thermique
Au cours de ces dernie`res de´cennies le couˆt de l’e´nergie e´lectrique n’a cesse´ de croˆıtre.
Cette re´alite´ e´conomique a conduit a` introduire des changements dans les crite`res permet-
tant de de´terminer le rendement des cuves d’e´lectrolyse. A coˆte´ du rendement Faraday il a
fallu tenir compte en particulier du rendement e´nerge´tique. La perte d’e´nergie provenant
des flux thermiques constitue l’un des facteurs importants qui entrent dans le calcul du
rendement e´nerge´tique. Lorsqu’une re´duction de l’e´nergie thermique produite peut eˆtre
apporte´e, le design de la cuve doit eˆtre lui aussi modifie´ de manie`re a` ce que les gains
en e´nergie thermique ne conduisent pas a` une diminution de la tempe´rature; tempe´rature
a` laquelle le rendement Faraday n’est plus optimal et ou` les talus peuvent commencer a`
fondre.
Dans les cuves modernes 20 % de l’e´nergie produite est utilise´e pour maintenir cette
tempe´rature. L’e´nergie restante est partiellement utilise´e pour porter l’alumine et les nou-
velles anodes a` la tempe´rature du bain; elle est aussi partiellement dissipe´e par effet convec-
tif ou radiatif a` l’exte´rieur de la cuve.
1.2.1 Le roˆle de l’effet Joule
La re´duction des pertes thermiques peut eˆtre obtenue a` l’aide d’une diminution de
la distance interpolaire, i.e. la distance entre la face infe´rieure des anodes et la surface
de se´paration entre bain et aluminium, commune´ment appele´e interface. Il faut noter
toutefois qu’une telle re´duction ne peut prendre place sans risque d’affecter la stabilite´
magne´tohydrodynamique du mouvement des fluides.
De manie`re plus pre´cise, la tre`s faible conductivite´ e´lectrique du bain (2.1102ohm−1m−1),
relativement a` celle de l’aluminium (3.3106ohm−1m−1), implique que la majeure partie de
la dissipation thermique, provenant de l’effet Joule, est ge´ne´re´e dans celui-ci. Le parame`tre
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qui gouverne l’effet Joule est e´videmment la densite´ de courant ou, a` travers la loi d’Ohm,
la tension entre anodes et cathode. Vu la remarque faite ci-dessus sur les conductivite´s
e´lectriques des deux fluides, le parame`tre principal est donc la distance interpolaire.
Lorsque la distance interpolaire devient faible, de l’ordre de quelques centime`tres, on devra
s’assurer d’une part qu’aucune instabilite´, ge´ne´re´e au niveau de l’interface, ne conduise a`
un contact direct entre l’aluminium et les anodes et d’autre part que le rendement Faraday
de la re´action de re´duction ne diminue de fac¸on significative.
Cette distance interpolaire demeure de ce fait un parame`tre essentiel dans la conduite des
cuves tant en ce qui concerne la conservation e´nerge´tique que la stabilite´ MHD.
1.2.2 Pertes thermiques et ge´ome´trie de la cuve
Au vu du rapport surface-volume d’une cuve, on se rend compte que les pertes ther-
miques seront d’autant plus faibles que la taille de la cuve sera plus grande. C’est cette
remarque qui a motive´ la construction de cuves de plus en plus grandes et donc d’ampe´rages
de plus en plus e´leve´s.


                  
                  





                 
                 
                 
                 
                 
              
              
              



              
              
              
              
              
              













 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


                  
                  


                 
                 
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬀ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬁ
ﬂ ﬂﬂ
ﬂﬂﬂ
ﬃ ﬃ ﬃ
ﬃ ﬃ ﬃ 
 
 
!
!
!"
"
"
##
##
##
##
$ $
$ $
$ $
$ $
Aluminium
Bain
25 %
10 %
7 %
Anode
Barre Collectrice
Fond
35 %
8 %
8 %
7 %
Blocs Cathodiques
Figure 1.3: distribution de la perte thermique.
Comme le montre la Figure 1.3, 40 a` 60 % des pertes thermiques prennent place dans la
partie supe´rieure de la cuve, partie dans laquelle on trouve anodes, griffes et crouˆte. Des
pertes thermiques relativement importantes ont lieu a` travers les parois late´rales, les barres
collectrices et le fond de la cathode, (voir [KGH86] page 23).
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1.2.3 Les contraintes impose´es sur l’isolation thermique
Des progre`s conside´rables visant a` re´duire les pertes thermiques ont e´te´ accomplis. Un
design approprie´ permet en effet d’optimiser l’isolation thermique de la partie infe´rieure de
la cathode et des parois late´rales. Cette optimisation est e´videmment effectue´e en mainte-
nant la tempe´rature dans le bain et en assurant l’existence de flux thermiques ade´quats,
flux qui permettent de pre´server, sur les parois late´rales, une couche d’e´lectrolyte solidifie´e
(talus). Pour les meˆmes raisons la pre´sence d’une couche isolante couvrant la pe´riphe´rie
externe de la cathode est e´galement ne´cessaire. Celle-ci permet de minimiser, dans le me´tal
liquide, la pre´sence de courants horizontaux ge´ne´rateurs d’instabilite´s. Lorsque le fond de
la cathode n’est pas suffisamment isole´, la tempe´rature baisse, ce qui conduit a` l’appari-
tion d’une couche de bain solidifie´e et, par voie de conse´quence, aux courants horizontaux
mentionne´s ci-dessus.
1.3 Principales contributions de ce travail au proble`me ther-
mique
Les de´veloppements effectue´s jusqu’ici dans l’e´tude de la stabilite´ MHD avaient pour
objectif d’augmenter le courant et la taille des cuves. Dans les nouvelles cuves la ge´ome´trie
et la position des barres omnibus sont optimise´es, d’ou` l’importance d’une e´tude concer-
nant la formation du talus solidifie´. C’est l’e´tude de la solidification et de la forme de ce
talus qui fait l’objet du pre´sent travail.
L’usage de mode`les mathe´matiques est devenu un outil indispensable dans le design et
la construction des cuves. De puissants ordinateurs ont permis de de´terminer, avec une
bonne pre´cision, l’e´quilibre thermique a` partir de mode`les permettant de pre´senter l’e´tat
stationnaire. Les frontie`res de la cuve e´tant donne´es, nous de´terminons les pertes ther-
miques en imposant l’e´quilibre des transferts de chaleur a` travers ces frontie`res.
Notons que plusieurs auteurs se sont de´ja` inte´resse´s a` ce type de proble`me:
Maria Muniz, pre´sente dans sa the`se [MMz95], une e´tude mathe´matique du front de soli-
dification sous la forme d’un proble`me a` frontie`re libre. Dans ce travail la forme du talus
est de´termine´e dans une partie de la cellule d’e´lectrolyse sous l’hypothe`se que l’e´tat est
statique (pas de mouvement de fluide dans la cuve), que des conditions d’homoge´ne´ite´ par
morceaux sont impose´es, et qu’une condition est donne´e sur la conductivite´ qui de´pend,
soit de la tempe´rature, soit d’une variable spatiale. Au niveau the´orique Muniz a de´montre´
dans [MuC03] l’existence de la solution du proble`me e´lectro-thermique dans un mode`le
stationnaire.
Des simulations nume´riques ont e´te´ effectue´s par Marc Dupuis (Ge´nisim) et Valdis Bo-
jarevics (University of Greenwich) sur des mode`les thermo-e´lectriques et sur des mode`les
magne´tohydrodynamiques (MHD) sans introduction d’un couplage MHD-thermique, (voir
par exemple [COM03]).
Le centre universitaire polonais “Warsaw Technical University” a e´tabli, en faisant l’usage,
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du logiciel “ANSYS”, des re´sultats nume´riques relatifs au couplage thermo-e´lectrique sur
une partie de la cuve mais sans couplage avec la MHD.
L’e´tude du proble`me de la stabilite´ MHD fait l’objet d’une se´rie d’articles par J. Descloux
et M.V. Romerio a` l’EPFL (voir par exemple [ROS86] et [DFR98]). Nous mentionnons
que des calculs nume´riques relatifs au proble`me MHD sont effectue´s en utilisant le logiciel
ALUCELL de´veloppe´ par M. Flueck de l’EPFL en collaboration avec Alcan S.A.
Nos contributions prennent place dans deux directions distinctes:
– une direction concernant le couplage e´lectro-thermique applique´ a` une situation
re´elle, concernant une cuve prise dans son inte´gralite´. Les re´sultats obtenus cor-
respondent a` ceux observe´s dans l’industrie.
– une direction concernant le couplage magne´tohydrodynamique-thermique relatif a`
une situation re´elle dans une cuve d’e´lectrolyse.
1.4 Planification du document
Ce me´moire est compose´ de cinq chapitres.
A la suite de l’introduction, nous pre´sentons au chapitre 2 les mode`les e´lectromagne´tique,
hydrodynamique et thermique. La notion de couplage entre ces trois proble`mes y est
de´veloppe´e. Dans le meˆme chapitre, nous pre´sentons e´galement les aspects nume´riques
permettant de re´soudre le proble`me de la solidification dans une cuve d’e´lectrolyse. Nous
explicitons la discre´tisation temporelle utilise´e ainsi que les formulations variationnelles
provenant des e´quations aux de´rive´es partielles.
Dans le chapitre 3 nous pre´sentons des tests nume´riques permettant de valider le travail
de programmation effectue´.
Le chapitre 4 est consacre´ aux re´sultats obtenus pour le couplage e´lectro-thermique dans un
mode`le de “tranche” de la cuve (Slice model). Des comparaisons avec d’autres re´sultats pro-
venant de calculs effectue´s par le logiciel “ANSYS” sont ainsi propose´es. Nous pre´sentons
d’autre part des re´sultats du couplage e´lectro-thermique (sans calcul de la vitesse) applique´
a` une situation re´elle d’une cuve conside´re´e dans son inte´gralite´. Enfin, nous pre´sentons
des re´sultats de couplage MHD-Thermique (avec calcul de la vitesse) obtenus dans toute
la cuve.
Le dernier chapitre contient la conclusion du pre´sent travail. Il comprend, a` la fois
un re´sume´ des principaux re´sultats obtenus, des ame´liorations pouvant eˆtre apporte´es au
proble`me de solidifcation et des perspectives pour des de´veloppements futurs lie´s a` la
simulation nume´rique du coulage MHD-Thermique.
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Chapitre 2
Mode´lisation
Dans ce chapitre nous pre´sentons un mode`le mathe´matique de´crivant le phe´nome`ne de
solidification dans une cellule de Hall-He´roult. Cette structure formelle permet, une fois
connus le courant e´lectrique et le champ de vitesse dans le bain, de de´tecter le profil selon
lequel le talus se solidifie sur les bords internes de la cuve.
Ce chapitre s’articule de la fac¸on suivante: dans la section 2.1, nous donnons les hypothe`ses
impose´es a` notre mode`le et la description ge´ome´trique du domaine, dans la section 2.2,
nous exposons le mode`le mathe´matique repre´sentant les phe´nome`nes e´lectromagne´tiques
EM. Ce mode`le est obtenu a` partir des lois d’Ohm, d’Ampe`re et de Faraday. On de´duit
des e´quations ainsi obtenues une re´solution du proble`me e´lectromagne´tique EM sous forme
algorithmique. On tire alors du proble`me ainsi de´fini une formulation variationnelle. Dans
la section 2.3, nous de´crivons les phe´nome`nes hydrodynamiques HD dans la cellule tout
entie`re. La vitesse du fluide est pe´nalise´e par l’introduction de la loi de Darcy dans la
re´gion correspondant a` la partie solide. Dans la section 2.4, nous pre´sentons le proble`me
thermique Th. Finalement, dans la section 2.5, une discre´tisation en temps du mode`le
e´lectromagne´tique, hydrodynamique, et thermique est pre´sente´e.
2.1 Hypothe`ses ge´ne´rales et ge´ome´trie du domaine
2.1.1 Hypothe`ses impose´es au mode`le
La solidification dans une cuve d’e´lectrolyse de l’aluminium provient d’une inte´raction
complexe entre plusieurs phe´nome`nes physico-chimiques, qui donne lieu a` un syste`me dont
la structure n’est pas encore comple`tement e´lucide´e. A moins d’introduire des simplifi-
cations drastiques, les phe´nome`nes e´lectromagne´tiques, hydrodynamiques et thermiques
interagissent. Ces interactions sont illustre´es sche´matiquement dans la Figure 2.1.
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Th: thermique, HD: hydrodynamique, EM: e´lectromagne´tique.
Figure 2.1: Sche´ma du couplage MHD-Thermique,
Dans ce travail, nous avons conside´re´ la formation du talus dans le bain liquide comme e´tant
un phe´nome`ne de solidification thermique, couple´ avec l’effet magne´tohydrodynamique
(MHD). Les contributions suivantes ne sont pas donc prises en compte dans notre travail:
Effet chimique: Ensemble des re´actions chimiques qui peuvent modifier le champ de
tempe´rature, faire varier la conductivite´ thermique dans le bain a` travers une modification
de diffe´rentes concentrations, (voir [VEAJ 98]) et reconfigurer le diagramme de phases lie´
aux pourcentages des diffe´rentes composantes dans le me´lange constituant le bain.
Effet Marangoni: C’est un effet thermocapillaire duˆ a` la force du gradient thermique,
qui peut conduire a` un transport de particules du bain, puis a` l’accumulation de celles-ci
dans une zone du me´tal, (voir [SHD87] et [ASR01]). Sans tenir compte de cet effet, la so-
lidification peut eˆtre conside´re´e comme produite de la meˆme fac¸on, dans le me´tal et dans
le bain.
Effet me´canique: Erosion subie par le talus solidifie´, sous des contraintes de cisaillement.
Soule`vement ge´lif: La pre´sence d’un gradient thermique provoque l’apparition d’un gra-
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dient de potentiel attirant les solutions fluore´es employe´es dans la cuve vers des zones du
milieu poreux ou` les tempe´ratures sont plus basses. Ces solutions peuvent alors s’infiltrer,
par se´gre´gation, dans le talus solidifie´ et dans les blocs cathodiques, elles s’y cristallisent
sous forme de gel. Il s’ensuit une de´gradation dans le milieu de se´gre´gation sous l’effet des
pressions ge´ne´re´es; cette de´gradation est connue sous le nom de soule`vement ge´lif (voir
[RPE02]).
De´gagement des bulles gazeuses: Au cours de l’e´lectrolyse on observe un de´gagement
de gaz au voisinage des anodes, l’e´chappement presque continu de bulles de gaz change
les flux thermiques. Dans notre expose´, nous n’avons tenu compte que des phases solide,
liquide et paˆteuse dans le bain; la phase gazeuse a e´te´ ne´glige´e.
Comme en atteste la Figure 2.1, l’interaction entre les phe´nome`nes e´lectromagne´tique
(EM), hydrodynamique (HD) et thermique Th est complexe. Afin de simplifier la pre´sentation
du mode`le, nous nous plac¸ons dans une situation ou` il y a de´couplage entre les trois
phe´nome`nes. Nous pre´sentons les mode`les de´crivant chacun de ces proble`mes en supposant
connues les donne´es relatives aux deux autres. Dans une phase ulte´rieure nous reprenons
la situation couple´e en e´tablissant un algorithme de re´solution du syste`me mathe´matique
qui de´coule de la forme de ces couplages.
2.1.2 Description de la ge´ome´trie
Nous de´crivons dans ce paragraphe un dispositif ge´ne´ral correspondant a` notre situa-
tion. Pour repre´senter la cuve dans R3, nous de´signons par (ex,ey,ez) le triplet orthonorme´
selon les axes Ox, Oy et Oz repre´sente´s dans la Figure 2.2.
Electrolyte
Aluminium
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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* * *
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, , , , , ------
------
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Anode
Cathode
y
z
x
Figure 2.2: Coupe transversale d'une cuve.
Ω2
Ω1
Ξ2
Ξ1
Conducteurs amenant le courant j0
Γ
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Nous conside´rons les domaines ouverts suivants:
– Ω1: aluminium,
– Ω2: bain e´lectrolytique,
– Ξ1: cathode,
– Ξ2: anode,
les adhe´rences de Ξ1 et Ξ2 e´tant disjointes i.e.:
Ξ1 ∩ Ξ2 = ∅.
De meˆme, nous notons:
– Ω = (Ω1 ∪ Ω2)
◦: fluides,
– Ξ = Ξ1 ∪ Ξ2: e´lectrodes,
– Λ = (Ω ∪ Ξ)◦: cellule d’e´lectrolyse,
ou` (.)◦ signifie “l’inte´rieur” topologique. Nous conside´rons que la cellule d’e´lectrolyse Λ est
bien e´videmment borne´e et simplement connexe.
Nous de´finissons encore les grandeurs suivantes qui repre´sentent les interfaces:
– Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2: interface “aluminium-bain”,
– Si = ∂Ωi ∩ ∂Ξi i = 1, 2: interface “cathode-aluminium” et “anode-bain”,
– S = S1 ∪ S2: interface “e´lectrodes-fluides”,
– Σi = ∂Λ ∩ ∂Ξi i = 1, 2: interface “cathode-exte´rieur” et “anode-exte´rieur”,
– Σ = Σ1 ∪ Σ2: interface e´lectrodes-exte´rieur.
2.2 Mode´lisation de l’e´lectromagne´tisme
Dans cette section, nous pre´sentons le mode`le e´lectromagne´tique utilise´ pour simuler les
phe´nome`nes e´lectriques intervenant lors de l’e´lectrolyse de l’aluminium. Nous conside´rons
que la tempe´rature, la vitesse et l’interface entre les deux fluides, aluminium et e´lectrolyte,
sont donne´es. Nous e´tablissons ensuite un mode`le correspondant a` l’e´tat stationnaire d’une
cuve, en nous basant sur un ensemble d’hypothe`ses classiques relatives aux conditions aux
limites.
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Hypothe`ses de mode´lisation:
La ge´ome´trie de la cellule d’e´lectrolyse e´tant de´finie, nous supposons connus les domaines
Ω1 et Ω2 et faisons les hypothe`ses suivantes:
Hypothe`se 2.2.1: Les champs e´lectromagne´tiques satisfont les e´quations de Maxwell
quasi-stationnaires dans tout l’espace R3, la loi d’Ohm est suppose´e valable dans les
conducteurs. Les effets dus aux variations de la perme´abilite´ magne´tique sont ne´glige´s.
Hypothe`se 2.2.2: La densite´ de courant e´lectrique j0 circulant dans les conducteurs
hors de la cellule est donne´e; elle est applique´e a` une partie de Σ et ve´rifie la relation:∫
Σ
(
j0,n
)
dσ = 0,
ou` n est la normale unite´ sur Σ oriente´e vers l’exte´rieur du domaine et (.,.) est le produit
scalaire euclidien. De plus, nous faisons l’hypothe`se qu’il n’y a pas de courant de surface.
Hypothe`se 2.2.3: La conductivite´ e´lectrique σ ne de´pend que de la tempe´rature θ
dans chaque partie fluide du domain et dans les e´lectrodes. Nous notons
σ =
{
σi(θ) dans Ωi,
σ˜i(θ) dans Ξi, i = 1,2.
(2.1)
2.2.1 Le proble`me e´lectromagne´tique stationnaire
Les hypothe`ses physiques sur lesquelles notre mode`le repose ayant e´te´ e´tablies, nous
consacrons cette partie a` la mise en e´quations de ce dernier.
Les champs intervenant dans la description du re´gime stationnaire sont:
– u: Ω→ R3: vitesse des fluides suppose´e donne´e,
– b: R3 → R3: champs d’induction magne´tique,
– e: Λ→ R3: champ e´lectrique,
– j: R3 → R3: densite´ de courant e´lectrique,
– j0: Λ
c
→ R3: courant exte´rieur suppose´ connu,
– b0: R
3 → R3: champs d’induction magne´tique duˆ a` j0:
b0(x) =
µ0
4pi
∫
Λ
c
j0(y) ∧ (x− y)
‖x− y‖3
dy ou` x = (x,y,z), (2.2)
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ou` µ0 est la perme´abilite´ magne´tique du vide.
– jint: Λ→ R
3: courant inte´rieur a` calculer,
– bint: R
3 → R3: champs d’induction magne´tique duˆ a` jint:
bint(x) =
µ0
4pi
∫
Λ
jint(y) ∧ (x− y)
‖x− y‖3
dy ou` x = (x,y,z). (2.3)
Ainsi le champ d’induction b et le courant j sont donne´s par:
b = b0 + bint,
j =
{
j0 sur Λ
c
,
jint sur Λ.
Pour obtenir les champs jint et bint nous tenons compte des relations suivantes:
rot e = 0 dans Λ, (2.4)
j =
σ
(
e + u ∧ b
)
dans Ω1 ∪ Ω2, (2.5)
σ e dans Ξ, (2.6)
j0 dans Λ
c
. (2.7)


Nous avons ainsi introduit la loi de Biot-Savart (2.2) − (2.3) , la loi de Faraday (2.4)
et la loi d’Ohm (2.5)− (2.7) .
La loi d’Ampe`re rotbint = µ0jint implique:
div jint = 0 dans Λ. (2.8)
Suivant un proce´de´ classique, on tire de l’e´quation (2.4) l’existence d’un potentiel scalaire
φ : Λ→ R permettant la description du champ e:
Nous choisissons φ de sorte que:
e = −∇φ dans Λ. (2.9)
Suite a` l’hypothe`se que u est nul sur S, nous de´finissons alors par continuite´ un prolonge-
ment u˜ de u dans Λ, avec u˜ = 0 dans Λ\Ω. Compte tenu de (2.5), (2.6), (2.7) et (2.9) nous
obtenons la loi de conservation de la charge e´lectrique suivante:
div
(
− σ∇φ+ σu˜ ∧ b
)
= 0 dans Λ. (2.10)
Nous introduisons les conditions de bord pour le potentiel e´lectrique:
−σ
∂φ
∂n
= 0 sur ∂Λ\Σ, (2.11)
−σ
∂φ
∂n
= (j0,n) sur Σ2, (2.12)
φ = 0 sur Σ1. (2.13)


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Remarque 2.2.4 Le proble`me est formule´ inde´pendamment de toute hypothe`se sur la
forme ge´ome´trique de la cuve.
2.2.2 Algorithme de re´solution du proble`me e´lectromagne´tique
Il est a` remarquer que l’induction b de´pend du courant j donc du potentiel φ de fac¸on
implicite. Pour trouver φ nous utilisons donc un sche´ma ite´ratif qui a` l’e´tape m part d’une
valeur φm et donne successivement la valeur bm calcule´e par la formule de Biot et Savart,
puis la valeur φm+1 obtenue en utilisant l’e´quation (2.10) avec les conditions aux limites
(2.11)-(2.13).
On note b0 la valeur initiale de b. Ensuite pour m = 0, 1, 2, 3 ....
SEM
div
(
− σ∇φm+1 + σu˜ ∧ bm
)
= 0 dans Λ, (2.14)
−σ
∂φm+1
∂n
= 0 sur ∂Λ\Σ, (2.15)
−σ
∂φm+1
∂n
= (j0,n) sur Σ2, (2.16)
φm+1 = 0 sur Σ1, (2.17)
jm+1int = σ
(
−∇φm+1 + u˜ ∧ bm
)
dans Λ, (2.18)
bm+1(x) =
µ0
4pi
∫
R3
jm+1int (y) ∧ (x− y)
‖x− y‖3
dy + b0(x) ∀x ∈ Λ. (2.19)


Le crite`re d’arreˆt est base´ sur la discre´pance en norme L2 du potentiel e´lectrique.
2.2.3 Formulation variationnelle du proble`me e´lectromagne´tique
Dans le but de re´soudre nume´riquement le proble`me SEM , nous allons e´tablir une for-
mulation faible de ce proble`me. Afin d’obtenir une pre´sentation plus claire et plus simple,
nous introduisons les espaces de Sobolev usuels (pour les de´finitions et de plus amples
informations sur les espaces de Sobolev utilise´s, le lecteur pourra consulter [Ada75] ou
[RT83]). Cette fac¸on classique de proce´der permet un passage imme´diat a` la formulation
en e´le´ments finis, me´thode que nous avons choisie pour notre calcul nume´rique.
La formulation faible du proble`me s’obtient de manie`re standard en inte´grant l’e´quation
aux de´rive´es partielles (2.14) contre une fonction test et en effectuant des inte´grations par
parties en tenant compte des conditions au bord: (2.15) - (2.17).
On de´finit l’espace fonctionnel Y EM :
Y EM = {φ ∈ H1(Λ); φ = 0 sur Σ1}
ou` H1 est l’espace de Sobolev des fonctions qui sont, ainsi que leurs de´rive´es premie`res,
dans L2(Λ).
Apre`s avoir mis (2.14)-(2.17) sous forme variationnelle le proble`me SEM devient:
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Trouver φm+1 ∈ Y EM , jm+1int ∈ (L
2(Λ))3 et bm+1 ∈ (H1(Λ))3, m = 0,1,2,...
tels que:∫
Λ
σ(∇φm+1,∇v)dx −
∫
Λ
σ(u˜ ∧ bm,∇v)dx = −
∫
Σ2
(j0,n)vdΣ ∀v ∈ Y
EM (2.20)
jm+1int = σ
(
−∇φm+1 + u˜ ∧ bm
)
dans Λ, (2.21)
bm+1(x) =
µ0
4pi
∫
Λ
jm+1int (y) ∧ (x− y)
‖x− y‖3
dy + b0(x) ∀x ∈ Λ, (2.22)


nous rappelons que b0 est l’induction magne´tique due au courant exte´rieur j0.
2.3 Mode´lisation de l’hydrodynamique
Dans cette section, nous pre´sentons le mode`le hydrodynamique stationnaire dans la
cellule d’e´lectrolyse. Nous conside´rons que l’induction magne´tique b, la densite´ de courant
e´lectrique j et la tempe´rature θ sont donne´es. Nous e´tablissons ensuite un mode`le station-
naire correspondant a` cette situation. Nous faisons l’hypothe`se suivante:
Hypothe`se 2.3.1: Soit h : D → R3 la parame´trisation de l’interface libre Γ(h) (in-
terface aluminium-bain voir Figure 2.2) ou` D est un rectangle du plan (x,y) correspondant
au fond du bain (interface aluminium-cathode). A noter que pour h donne´, l’interface est
de´finie par Γ(h) = {(x,y,z) : z = h(x,y), (x,y) ∈ D} ceci implique en particulier que
l’interface ne pre´sentera aucune intersection double ou multiple avec une droite verticale.
De´sormais, nous rappellerons la de´pendance de Ω1, Ω2 et Γ par rapport a` h en notant:
Ωi = Ωi(h), i = 1, 2, Γ = Γ(h).
Nous remarquerons enfin que: ∫
D
h(x,y)dxdy = V1,
ou` V1 est le volume de l’aluminium.
Remarque 2.3.2: La normale unite´ exte´rieure a` Ω1(h) prise sur Γ(h) est donne´e par:
n =
1
‖∇(z − h)‖
.∇(z − h).
Hypothe`se 2.3.3: La densite´ ρ et la viscosite´ µ, sont suppose´es constantes sur chacune
des parties de Ωi,i =1, 2. Par contre la conductivite´ σ de´pend de la tempe´rature θ dans
chaque partie du domaine, nous notons:
ρ = ρi, µ = µi, σ = σi(θ) dans Ωi(h), i = 1,2,
qui, dans ce paragraphe, sont des donne´es.
Clairement la densite´ ρ2 du bain est inferieure a` la densite´ ρ1 de l’aluminium (ρ2 < ρ1)
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2.3.1 Le proble`me HD stationnaire
Nous consacrons cette partie a` la mise en e´quations du mode`le Hydrodynamique (HD).
Les termes e´lectromagne´tiques: j et b e´tant donne´s, les champs qui entrent dans la des-
cription du cas stationnaire sont:
– u: Ω→ R3: vitesse du fluide,
– p: Ω→ R: pression du fluide.
D’apre`s les hypothe`ses (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3), ces inconnues sont re´gies par les e´quations
de Navier-Stokes stationnaire suivantes:
ρ
(
u,∇
)
u− div
(
2µD(u)− (p + ρgz)I
)
= j ∧ b dans Ω1(h) ∪ Ω2(h), (2.23)
div u = 0 dans Ω1(h) ∪ Ω2(h), (2.24)
(u,∇(z − h)) = 0 sur Γ(h), (2.25)
ou` D(u) =
1
2
(
∇u + (∇u)T
)
, I = (δij)i,j i, j = 1, 2, 3.
Nous avons ainsi introduit successivement dans ce syste`me l’e´quation de conservation du
moment (2.23), la condition d’incompressibilite´ (2.24), et la condition traduisant l’immis-
cibilite´ des deux fluides (2.25).
Des conditions classiques d’adhe´rence au bord et d’e´quilibre des forces sur Γ(h) sont sup-
pose´es satisfaites i. e.:
u = 0, sur ∂Ω, (2.26)
{u}Γ(h) = 0, (2.27)
{
(
− pI + 2µD(u)
)
n}Γ(h) = 0, (2.28)∫∫
D
h(x,y)dxdy = V1. (2.29)
ou` {.}Γ(h) de´note le saut a` travers Γ(h).
Notons que l’e´quation (2.29) revient a` imposer la conservation de la masse des fluides
puisque la densite´ est constante dans chacun d’eux.
2.3.2 Pe´nalisation de la condition “vitesse nulle” dans le domaine solide
Duˆ a` certaines parties de la cuve dans lequelles il y a eu solidification du bain ou
d’aluminium (talus) re´gie par l’effet thermique (voir Figure 2.3), le domaine fluide est une
inconnue du proble`me qui sera de´termine´e ite´rativement.
19
yx
z
Electrolyte
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Figure 2.3: Le talus solidifie´ repre´sente´ dans une coupe transversale.
Ainsi nous nous inte´ressons a` calculer les champs de vitesse et pression dans un domaine
liquide qui e´volue au cours des ite´rations. Une telle situation se rencontre non seulement
dans le cas d’un fluide qui se solidifie ou d’un solide qui se lique´fie, mais e´galement dans
de nombreuses autres situations telles que celles d’un fluide contenu dans une re´cipient a`
parois mobiles ou d’un fluide contenant des corps solides libres. Les fluides pris en compte
dans notre travail sont re´gis par des e´quations aux de´rive´es partielles de´finies dans des
ouverts qui varient au cours des ite´rations. Ceci est a` la base des difficulte´s tant the´oriques
que pratiques (voir P. Gremaud[GRE91]).
Pour palier cet inconve´nient, nous faisons usage ici d’une me´thode dite “du domaine auxi-
liaire”. Cette me´thode consiste a` plonger le domaine de calcul dans un domaine plus grand,
permettant ainsi, via une me´thode de pe´nalisation, de se ramener a` des calculs sur un do-
maine fixe. La vitesse et la pression sont alors de´finies meˆme dans les zones solidifie´es, donc
dans tout Ω = (Ω1 ∪ Ω2)
◦. Nous ajoutons de plus dans les e´quations de Navier-Stokes un
terme K(fs)u dit de Carman Kozeny ou` fs qui de´pend de la tempe´rature est la fraction
solide. La fonction K est, selon la loi de Carman-Kozeny, donne´e par:
K(fs) =
µCf2s
P 2(1− fs)3
ou` P est la taille moyenne de la porosite´ et C est une constante obtenue expe´rimentalement.
L’e´quation (2.23) prend alors la forme:
ρ
(
u,∇
)
u− div
(
2µD(u)− (p + ρgz)I
)
+Ku = j ∧ b dans Ω1(h) ∪Ω2(h), (2.30)
Dans la phase liquide fs = 0 et K = 0 de sorte que l’e´quation ci-dessus se rame`ne a` la
forme usuelle de Navier-Stokes. Dans la zone paˆteuse (mushy region), 0 < fs < 1, la valeur
de K peut eˆtre nettement plus grande que celle des autres termes, de ce fait l’e´quation
s’exprime dans ce cas, sous la forme de la loi de Darcy, donne´e par:
∇
(
p + ρgz
)
= −Ku + j ∧ b.
Lorsque fs tend vers 1 (phase solide), K(fs) tend vers l’infini et on obtient u =0.
2.3.3 Re´solution ite´rative du proble`me HD line´arise´
La nonline´arite´ de l’e´quation de Navier-Stokes contenue dans le terme ρ
(
u,∇
)
u peut
eˆtre traite´e a` l’aide de diffe´rentes me´thodes. Dans notre cas nous proposons une line´arisation
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obtenue a` l’aide de la me´thode de Picard.
Le proble`me HD est alors re´solu de fac¸on ite´rative en alternant les deux e´tapes suivantes:
– Etape 1: on re´sout le proble`me hydrodynamique a` ge´ome´trie (Γ(h)) donne´e en im-
posant sur Γ(h) les conditions suivante:
(u,n) = 0, sur Γ(h)
et {(
(
− pI + 2µDu
)
n,t)}Γ(h) = 0, ∀ t vecteur tangent a` Γ(h).
Le proble`me ainsi obtenu se preˆte bien a` une formulation variationnelle.
– Etape 2: on corrige la position de l’interface en choisissant h := h+ δh ou`:
δh = −
{(
(
− pI + 2µDu
)
n,n)}Γ(h) + Cste
{(j ∧ b,ez)− ρg}Γ(h)
.
On note que ez est le vecteur unitaire vertical suivant l’axe (Oz) et Cste est une
constante a` de´terminer par la condition:∫∫
D
δh(x,y)dxdy = 0.
Chaque pas de cet algorithme ite´ratif revient, dans un premier temps a` re´soudre un
proble`me avec une ge´ome´trie fixe, mais qui ne satisfait pas la condition d’e´quilibre des
forces normales sur l’interface, puis, dans un deuxie`me temps, a` corriger la position de
l’interface en utilisant ce de´se´quilibre des forces normales.
Dans la suite on posera:
ψ = {(
(
− pI + 2µDu
)
n,n)}Γ(h), f3 = (j ∧ b,ez)− ρg.
Ainsi le sche´ma ite´ratif qui permet de calculer um+1, pm+1, Cstem+1, ψm+1 et hm+1 en
fonction des grandeurs calcule´es au pas d’ite´ration m devient:
SHD
ρ
(
um,∇
)
um+1 − div
(
2µDum+1 − (pm+1 + ρgz)I
)
+ Kum+1 = j ∧ b dans Ω1(h
m) ∪ Ω2(h
m), (2.31)
div um+1 = 0 dans Ω1(h
m) ∪ Ω2(h
m), (2.32)
(um+1,n) = 0 sur Γ(hm), (2.33)
{(
(
− pm+1I + 2µDum+1
)
n,t)}Γ(hm) = 0 ∀t tangente a` Γ(h
m), (2.34)
ψm+1 = {(
(
− pm+1I + 2µDum+1
)
n,n)}Γ(hm), (2.35)
hm+1 = hm −
ψm+1 + Cstem+1
{f3}Γ(hm)
, (2.36)
∫∫
D
(hm+1 − hm)dxdy = 0. (2.37)


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A noter qu’un crite`re d’arreˆt a e´te´ introduit dans ce sche´ma. L’algorithme s’arreˆtera lorsque
la diffe´rence entre um et um+1, en norme H1(Ω), devient infe´rieure a` une “tole´rance” ε > 0
choisie.
2.3.4 Formulation variationnelle du proble`me HD
En suivant les de´veloppements de la section pre´ce´dente pour le syste`me SEM , nous
allons e´tablir de manie`re formelle une formulation faible pour le syste`me SHD. De manie`re
standard, cette formulation s’obtient en inte´grant chacune des e´quations aux de´rive´es par-
tielles (2.31)-(2.32) contre une fonction test et en effectuant des inte´grations par parties
dans lesquelles les conditions de bord et d’interface (2.26)-(2.29) sont prises en compte.
Proce´dant ainsi successivement nous obtenons la formulation faible suivante du proble`me
SHD:
soient Y HD et L20(Ω) les espaces de´finis par:
Y HD = {u ∈ (H1(Ω))3; tel que: u = 0 sur ∂Ω},
et L20(Ω) = {q ∈ (L
2(Ω)); tel que:
∫
Ω
qdx = 0}, alors:
e´tant donne´ u0 = u0, valeur initiale de la vitesse a` l’ite´ration m = 0, trouver u
m+1 ∈
Y HD, pm+1 ∈ L20(Ω), ψ
m+1, hm+1 ∈ L2
(
Γ(hm)
)
et Cstem+1 ∈ R, m = 0,1,2,... tels que:
∫
Ω(hm)
ρ
(
(um,∇)um+1,w
)
dx + 2µ
∫
Ω(hm)
Dum+1 : Dwdx−
∫
Ω(hm)
pm+1∇.wdx
+
∫
Ω(hm)
K(um+1,w)dx +
∫
Γ(hm)
ψm+1(w,n)dΓ
=
∫
Ω(hm)
(
j ∧ b− ρgez,w
)
dx ∀w ∈ YHD, (2.38)
∫
Ω(hm)
∇.um+1qdx = 0 ∀q ∈ L20(Ω(h
m)), (2.39)
∫
Γ(hm)
(
um+1,∇(z − hm)
)
GdΓ = 0 ∀G ∈ L2
(
Γ(hm)
)
, (2.40)
hm+1 = hm +
Cstem+1 + ψm+1
{f3}Γ(hm)
, (2.41)
∫∫
D
(hm+1 − hm)dxdy = 0. (2.42)


Dans les relations ci-dessus le vecteur n repre´sente la normale unitaire exte´rieure sur la
frontie`re du domaine Ω1.
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Remarque 2.3.4: si (u,p) ∈ (H2(Ω))3 ×H1(Ω) on peut montrer que:
ψm+1 = {(
(
− pm+1I + 2µDum+1
)
n,n)}Γ(hm). (2.43)
Les formulations variationnelles (2.38), (2.39) et (2.40) permettent de de´terminer um+1,
pm+1 et ψm+1. Les e´quations (2.41) et (2.42) permettent de de´terminer hm+1 et Cstem+1
donc la nouvelle interface.
2.4 Mode´lisation de la thermique
Nous pre´sentons maintenant le mode`le thermique utilise´ pour simuler les phe´nome`nes
calorifiques. Puisque nous devons tenir compte du changement de phase solide-liquide (ici le
solide est le talus, le liquide est le bain et l’aluminium), nous conside´rons une formulation en
enthalpie du proble`me. Cette formulation est appele´e ”proble`me de Stephan”, elle contient:
– l’e´quation de diffusion-convection,
– le bilan d’e´nergie sur l’interface solide-liquide, ge´ne´ralement appele´ “condition de
Stephan”.
La variable d’e´tat introduite (enthalpie) se preˆte de fac¸on naturelle au traitement des
alliages, ou` le changement de phase s’e´tend sur un intervalle de tempe´rature non nul.
Cette me´thode a notamment e´te´introduite dans les travaux de P. A. Gremaud [Gre91]
et N. Ahmad [Ahm95]. On parle alors du proble`me de Stephan formule´ en enthalpie-
tempe´rature. Dans cette section nous supposons que le champ e´lectrique et le champ de
vitesse sont des fonctions donne´es, on pourra ainsi de´terminer la puissance dissipe´e par
effet Joule dans la partie conductrice de la cuve.
2.4.1 Les lois de la thermique
Nous pre´sentons maintenant les e´quations re´gissant la thermique. La formulation phy-
sique est obtenue a` partir du principe de conservation de l’e´nergie. Notre propos n’est pas
ici, d’e´laborer ces lois et d’utiliser celles-ci pour obtenir, a` travers diffe´rentes hypothe`ses,
le mode`le thermique. Nous de´crivons donc simplement les ide´es permettant d’e´tablir les
e´quations dans la me´thode enthalpique. Pour un de´veloppement complet, on pourra no-
tamment consulter [AHJ79]. Le mode`le retenu est un mode`le macroscopique, c’est-a`-dire
ou` le bain et les mate´riaux qui entrent dans la structure de la cuve sont conside´re´s comme
des milieux homoge`nes. Enfin nous ne tenons pas compte des diffe´rentes concentrations
de phases microscopiques qui composent le mate´riau. Le comportement thermique dans le
bain, au cours du re´chauffement par effet Joule, est donne´ par une relation d’e´tat reliant
la fraction solide a` la tempe´rature. Lors de la solidification ou de la fusion d’un alliage, la
transition de phase s’e´tend sur l’intervalle de tempe´rature localise´ entre la tempe´rature du
liquidus θL et celle du solidus θS . La chaleur latente de transformation est la somme des
accroissements enthalpiques sur cet intervalle de tempe´rature. Pour les mate´riaux purs, la
transition s’ope`re de fac¸on isotherme.
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Le phe´nome`ne de changement de phase est re´gi principalement par les e´changes ther-
miques mode´lise´s par l’e´quation de diffusion-convection de la chaleur. Dans notre cas les
effets thermiques sont lie´s au phe´nome`ne d’e´lectrolyse, le premier principe de la thermody-
namique nous assure que la variation de l’e´nergie totale dans le domaine e´tudie´ est induite
par la puissance calorifique “apporte´e”.
En faisant un bilan d’e´nergie et en introduisant la notion d’enthalpie par unite´ de vo-
lume H qui repre´sente une mesure d’e´nergie interne ainsi que la tempe´rature θ, on obtient
l’expression suivante valable dans la cellule Λ:
∂H
∂t
− div(k ∇θ) + ρCp(u,∇θ) = S, (2.44)
ou` k est la conductivite´ thermique, ρ est la densite´, Cp est la chaleur spe´cifique massique,
u est la vitesse du fluide dans le bain et S est le terme source repre´sentant la contribution
de l’effet Joule. Ces grandeurs physiques peuvent de´pendre de l’espace, de la tempe´rature
et du temps.
Par ailleurs, on sait que l’enthalpie volumique peut eˆtre exprime´e au moyen de la chaleur
spe´cifique massique Cp(θ) et de la chaleur latente volumique moyenne de la transformation
` sous la forme:
H(θ) =
∫ θ
0
ρCp(s)ds+ `(1− fs(θ)) (0 ≤ fs ≤ 1), (2.45)
ou` fs(θ) est la fraction solide, fraction que nous avons conside´re´e comme fonction de la
tempe´rature θ seulement. Ceci n’est valable que dans l’hypothe`se macroscopique.
L’enthalpie volumique est donc une fonction de la tempe´rature via la donne´e de la frac-
tion solide du changement de phase fs. Dans notre mode`le, la fraction solide est obtenue
de fac¸on empirique. La Figure 2.4 donne l’exemple de la fraction solide en fonction de la
tempe´rature pour un me´lange de Cryolithe 90.75 %,AlF3 3.25 %, CaF2 4% et Al2O3 2%.
Ce me´lange constitue la composition chimique principale du talus de solidification dans
une cuve d’e´lectrolyse:
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Figure 2.4: fraction solide en fonction de la tempe´rature
La libe´ration de la chaleur latente au voisinage de la tempe´rature du liquidus θL et, celle
produite par la re´action eutectique apparaissent clairement sur la Figure 2.4. On remarque
que si la tempe´rature est infe´rieure a` la tempe´rature du solidus θS, alors fs = 1. Si la
tempe´rature est supe´rieure a` la tempe´rature du liquidus θL, alors fs = 0. A partir de
cette relation d’e´tat a` l’e´quilibre, il est possible de reconstruire l’enthalpie pour chaque
tempe´rature. La fonction H(θ) e´tant monotone croissante, on peut de´finir β : H → β(H)
par la relation β(H(θ)) = θ pour tout θ.
Plac¸ons nous dans la situation ou` ρ, Cp sont constantes, nous utilisons l’e´quation (2.44)
et la relation θ = β(H) sous forme d’une e´quation de convection-diffusion non line´aire et
nous obtenons ainsi le proble`me de Stephan formule´ en enthalpie -tempe´rature:
(S1) :
{ ∂H
∂t
− div(k∇θ) + ρCp(u,∇θ) = S,
θ = β(H).
Il convient, en outre, d’adjoindre au syste`me (S1) une condition initiale et des conditions
limites. Nous effectuons cet ajout dans le sous-paragraphe sur “les lois de la thermique
pour le mode`le tridimensionnel de la cuve”.
Remarque 2.4.1: Puisque div u= 0, les relations S1 donnent:
∂H
∂t
− div(k ∇θ + ρCpθu) = S. (2.46)
Si ∆ = {(x,y,z,t) : fs(θ(x,y,z,t)) est discontinue} est l’endroit dans l’espace-temps ou`
le changement de phase se produit, i.e. ou` fs pre´sente un saut, alors l’e´quation (2.46)
conside´re´e au sens des distributions implique que:
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{Hνt − (k ∇θ + ρCpθu,νx)}∆ = 0, (2.47)
ou` (νx,νt) est la normale unite´ a` ∆ sortant du domaine solide et {.}∆ est le saut de la
grandeur en question a` travers ∆. Ici l’indice x de νx de´signe la composante spatiale de ν
alors que νt de´signe la composante temporelle.
Ωs(t) : talus solidifie´, Ωl(t) : bain liquide, z(t) : front solide.
∆
z(t)
ν
Ωs(t = T )
Ωs(t = 0)
Figure 2.5: avancement du front du talus solidifie´ dans l’intervalle du temps [0,T],
t
Ωl(t = 0)
Ωl(t = T )
t = 0
t = T
Puisque la tempe´rature θ est continue, {ρCpuθ}∆ = 0 et puisque {H} = `:
`νt = (k ∇θ,νx)}∆. (2.48)
La vitesse d’avance du front solide est donne´e par:
va =
−1
‖νx‖
(νtn,n), (2.49)
ou` n est la normale unite´ spatiale au front solide donne´e par:
n =
νx
‖νx‖
.
Puisque ∂θ
∂n
= (∇θ,n), nous pouvons donc conclure que:
va = −
1
`
{k
∂θ
∂n
}.
Cette dernie`re relation montre que la vitesse d’avance du front de solidification est pro-
portionnelle au saut du flux de chaleur a` travers le front.
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La puissance dissipe´e par effet Joule:
En ne tenantpas compte de la consommation calorifique chimique due a` la re´action e´lectrolytique
et en conside´rant que la chute de potentiel e´lectrique due a` la dissociation e´lectrolytique
est nulle, l’intensite´ de la source de chaleur dans notre mode`le tridimensionnel est alors
de´termine´e par l’effet Joule re´sultant du passage du courant e´lectrique dans les parties
conductrices de la cuve. La puissance volumique instantane´e S s’e´crit donc:
S = σ‖∇φ‖2, (2.50)
ou` φ est le potentiel e´lectrique et σ la conductivite´ e´lectrique donne´e par 2.1. Nous fai-
sons l’hypothe`se que la valeur de σ est suffisamment petite dans le talus, pour que le
re´chauffement duˆ a` l’effet Joule puisse eˆtre ne´glige´.
Les lois de la thermique pour un mode`le tridimensionnel de la cuve:
Dans ce paragraphe, nous pre´sentons un mode`le thermique tridimensionnel de la cuve
sans blocs et griffes anodiques. Graˆce aux hypothe`ses faites sur la ge´ome´trie, et en ajou-
tant une condition initiale et des conditions aux limites, il sera possible de reformuler les
e´quations pour ce mode`le.
Ωs(t)
Σ1 Σ1Σ1 Σ1 Σ1 Σ1 Σ1Σ1Σ1 Σ1
(Ωs(t) ⊂ Λ): talus solidifie´, (Ωl(t) ⊂ Λ): bain liquide,
(Σ1 ⊂ ∂Λ): partie du bord situe´e a` la barre collectrice.
Ωl(t) y
x
z
Figure 2.6: mode`le tridimensionnel de la cuve,
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Comme mentionne´ plus haut, il convient de donner une condition initiale pour l’enthal-
pie H. De fac¸on naturelle, cette condition est de´duite de la tempe´rature par la relation
H = β−1(θ).
Les conditions aux limites pour la tempe´rature θ sur la frontie`re ∂Λ du domaine Λ sont
choisies du type mixte:
k
∂θ
∂n
= α(θa − θ)
ou` ∂θ
∂n
est la de´rive´e normale exte´rieure a` Λ de la tempe´rature, α est le coefficient positif
de transfert thermique pouvant de´pendre de la tempe´rature et du temps et, θa est la
tempe´rature a` l’exte´rieur de Λ. Notons que dans certaines applications nous posons une
condition de type Dirichlet sur la partie du bord Σ1 situe´e sur la barre collectrice:
θ = θ0, sur Σ1.
Soit u˜ le prolongement par ze´ro de u dans Λ et:
QT = Λ×]0,T [, ΣT = ∂Λ×]0,T [ et Σ1,T = Σ1×]0,T [.
Dans une approche tridimensionnelle, les e´quations du proble`me thermique prennent alors
la forme:
(S2)
∂H
∂t
− div(k(θ)∇θ) + ρCp(u˜,∇θ) = S dans QT , (2.51)
θ = β(H) dans QT , (2.52)
k(θ)
∂θ
∂n
= α(θa − θ) sur ΣT \Σ1,T , (2.53)
θ = θ0 sur Σ1,T , (2.54)
H = H0 dans Ω,pour t = 0. (2.55)


En admettant que la cellule est syme´trique dans les directions x et y, certaines applica-
tions peuvent eˆtre traite´es sur une partie restreinte de la cuve forme´e par un “coin” limite´
par deux faces situe´es dans les plan x = 0 et y = 0 respectivement. Nous imposons alors
la condition α = 0 sur ces deux faces afin obtenir une condition d’adiabaticite´.
2.4.2 Mode´lisation du proble`me du contact thermique
Dans la situation qui fait l’objet de notre e´tude thermique, la cuve d’e´lectrolyse est
constitue´e de plusieurs mate´riaux, eux meˆmes repre´sente´s par plusieurs dizaines de sous-
domaines en contact les uns avec les autres. Chacun de ces sous-domaines posse`de une
caracte´ristique thermique propre. De meˆme les joints entre ces sous-domaines posse`dent
une conductivite´ thermique propre. Pour des raisons nume´riques lie´es au maillage utilise´,
nous avons besoin de mettre en œuvre un outil nume´rique pour simuler le transfert ther-
mique a` travers les frontie`res entre les sous-domaines. Cet outil consiste a` remplacer les
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joints par des interfaces posse´dant des caracte´ristiques thermiques e´quivalentes.
Figure 2.7
Ω1 Ω2
L
ΩJ
θ1 θ2
n
Le cas du contact thermique pre´sente´ correspondant aux deux domaines Ω1, Ω2 se´pare´s
par un joint repre´sente´ par le domaine ΩJ , (voir Figure 2.7) sera alors mode´lise´ par deux
domaines Ω1 et Ω2 qui sont se´pare´s par une interface Γ (voir Figure 2.8).
Ω1 Ω2
Γ
Figure 2.8
n
En tenant compte de la continuite´ du flux thermique a` travers Γ et en associant a` Γ
un coefficient de transfert αΓ, nous mode´lisons le saut de tempe´rature θ2 − θ1 par:
k1(θ1)(∇θ1,n) = k2(θ2)(∇θ2,n) = αΓ(θ2 − θ1),
ou`
θ1 = θ|Ω1 et θ2 = θ|Ω2
et k1(θ), k2(θ) de´signent la conductivite´ thermique dans les deux domaines Ω1, Ω2.
D’autre part, si L et kJ de´signent respectivement l’e´paisseur et la conductivite´ thermique
du joint, le flux thermique est approche´ par:
k1(θ1)(∇θ1,n) = k2(θ2)(∇θ2,n) w
kJ
L
(θ2 − θ1).
Selon cette approche, le coefficient αΓ introduit artificiellement repre´sente le rapport
KJ
L
de sorte qu’une relativement faible valeur de αΓ corresponde a` une faible conductivite´ du
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joint. Il s’ensuit que la tempe´rature subit un saut relativement grand a` l’interface Γ. Par
contre une valeur relativement forte de αΓ est associe´e au cas d’un contact presque parfait
qui implique la continuite´ de la tempe´rature. Finalement αΓ = 0 et αΓ =∞ correspondent
respectivement aux cas d’un joint d’une isolation parfaite et d’un contact parfait.
2.4.3 Discre´tisation en temps du proble`me thermique
Afin de re´soudre nume´riquement le syste`me (S2), nous effectuons une discre´tisation en
temps du proble`me thermique. Nous choisissons ici un sche´ma de Chernoff semi-implicite,
particulie`rement bien adapte´ pour les changements de phase comportant une zone paˆteuse.
Le front de solidification est obtenu a` poste´riori, a` partir de la solution calcule´e.
Remarque 2.4.2: On notera que la difficulte´ de l’inte´gration en temps vient du fait
que la fonction enthalpie-tempe´rature θ = β(H) a une de´rive´e nulle lorsque H pre´sente un
saut, ce qui conduit a` une de´ge´ne´rescence du proble`me parabolique. Cette de´ge´ne´rescence
est plus importante dans les cas des mate´riaux purs ou` la transition de phase s’effectue de
fac¸on isotherme.
Nous utilisons un sche´ma de type diffe´rence finie en temps et nous de´signons par τ le
pas du temps. Nous posons tm = mτ, m = 0,1,2,3,... et de´signons par Hm(x) une approxi-
mation de H(x,tm).
Pour expliciter le sche´ma de Chernoff, nous discre´tisons l’e´quation (2.51) par rapport
au temps en utilisant un sche´ma semi-implicite. L’e´quation s’e´crit:
Hm+1 −Hm
τ
−∇.(k(θm)∇θm+1) + ρCp(u˜,∇ θ
m+1) = Sm, (2.56)
ou` Sm = σm‖∇φ‖2 = σ(θm)‖∇φ‖2 est pris au temps tm. Nous relaxons maintenant cette
e´quation de la fac¸on suivante:
H = β−1(θ),
∂H
∂t
=
1
β′(θ)
∂θ
∂t
,
et nous posons:
Hm+1 = Hm + γ(θm+1 − β(Hm)), (2.57)
ou` γ est un parame`tre de proportionnalite´ correspondant a` 1
β′(θ) . D’apre`s les e´quations
(2.56) et (2.57), nous obtenons une formulation semi-implicite pour θm+1 i. e.
γ
θm+1 − β(Hm)
τ
−∇.(k(θm)∇θm+1) + ρCp(u˜,∇ θ
m+1) = Sm. (2.58)
Remarquons que dans l’e´quation ci-dessus, la variable θm+1 correspond a` une “pseudo
tempe´rature” au temps “tm+1”, la tempe´rature se de´duit du calcul de β(Hm+1). Afin
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d’e´viter une e´ventuelle confusion, la “pseudo tempe´rature” sera dans ce qui suit de´signe´e
par θ˜.
Dans les relations (2.57) et (2.58), γ est un parame`tre de relaxation du sche´ma. Dans
[BBR79], le sche´ma est de´montre´ stable, si γ satisfait la condition suivante:
0 < γ ≤
1
sup
s∈R
β′(s)
Sous forme discre`te (en temps), en posant H0 = H0, valeur initiale de l’enthalpie a` l’ins-
tant (t=0), le sche´ma (2.58) s’e´crit, avec les conditions limites approprie´es, sous la forme
suivante:
S3
γ
θ˜m+1 − β(Hm)
τ
−∇.(k(θm)∇θ˜m+1) + ρCp( u˜ , ∇θ˜
m+1) = Sm dans Λ, (2.59)
k(θm)
∂θ˜m+1
∂n
= α(θa − θ˜
m+1) sur ∂Λ\Σ1,(2.60)
θ˜m+1 = θ0 sur Σ1, (2.61)
Hm+1 = Hm + γ(θ˜m+1 − β(Hm)) dans Λ, (2.62)
θm+1 = β(Hm+1).


Remarque 2.4.3: Le sche´ma de Chernoff demeure stable quel que soit le pas de temps ce
qui justifie le choix de celui-ci. Cette proprie´te´ est importante lors de la mise en œuvre du
couplage avec le calcul e´lectrique, ou` il est indispensable d’effectuer le calcul avec un pas
du temps (τ) suffisamment grand est indispensable pour assurer la convergence du cycle
global avec un minimum d’ite´rations.
Remarque 2.4.4: Comme nous l’avons de´ja` dit, θ˜m+1 est une pseudo-tempe´rature alors
que θm+1 = β(Hm+1) est la tempe´rature obtenue nume´riquement au temps tm+1. Il paraˆıt
donc clair que la condition (2.60) sur la pseudo-tempe´rature n’est pas correcte pour le
proble`me e´volutif transitoire.
Cependant, puisque nous cherchons a` obtenir un sche´ma ite´ratif au moyen d’un sche´ma
e´volutif pour converger vers une solution stationnaire, alors nous aurons:
lim
m→∞
|θ˜m+1 − θm+1| = 0.
Ainsi la condition (2.60) devient correcte pour la solution stationnaire.
2.4.4 Formulation variationnelle du proble`me thermique
Ayant en vue l’utilisation d’une technique d’e´le´ments finis pour la re´solution du proble`me
thermique stationnaire, nous mettons les e´quations (2.59)-(2.61) sous une forme variation-
nelle. Nous de´finissons l’espace fonctionnel Y Th par:
Y Th = {φ ∈ H1(Λ); φ = 0 sur Σ1}.
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En choisissant une valeur initiale H0 et les valeurs de parame`tres γ et τ , nous re´solvons le
proble`me suivant:
pour m = 0,1,2,3,.... trouver θ˜m+1, θm+1 avec
(
θ˜m+1 − θ0, θ
m+1 − θ0
)
∈ (Y Th)2, et
Hm+1 ∈ L2(Λ) tels que:
S4
∫
Λ
γ
θ˜m+1 − β(Hm)
τ
ϕdx +
∫
Λ
k(θm)
(
∇θ˜m+1,∇ϕ
)
dx
−
∫
∂Λ\Σ1
α(θa − θ˜
m+1)ϕdΣ +
∫
Λ
ρCp(u˜,∇θ˜
m+1)ϕdx =
∫
Λ
Smϕdx ∀ϕ ∈ Y Th, (2.63)
Hm+1 = Hm + γ
(
θ˜m+1 − β(Hm)
)
dans Λ, (2.64)
θm+1 = β(Hm+1) dans Λ. (2.65)


2.5 Ecriture du proble`me couple´
Dans les sections pre´ce´dentes nous avons pre´sente´ les mode`les: e´lectromagne´tique, hy-
drodynamique et thermique utilise´s pour la re´solution du proble`me de solidification dans
la cellule de Hall-He´roult. Pour simplifier, cette pre´sentation a e´te´ faite en introduisant un
de´couplage. Il reste maintenant a` effectuer le couplage entre les trois syste`mes a` re´soudre.
Nous conside´rons a` cet effet une situation ge´ome´trique tridimentionnelle commune aux
trois proble`mes. Nous prenons le domaine de la cuve repre´sente´e en coupe transversale et
horizontale par les Figures 2.2 et 2.8 respectivement.
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Figure 2.9: 
Talus solidifie´
La cuve d’e´lectrolyse, vue de dessus.
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Apre`s avoir e´tabli le choix des parame`tres τ et γ qui correspondent au sche´ma pseudo-
e´volutif (Chernoff) du calcul thermique, nous conside´rons une solidification qui e´volue a`
chaque pas ite´ratif de ce sche´ma. Ces ite´rations doivent alors converger vers l’e´tat station-
naire qui dessine le profil de´finitif du talus.
Le couplage de´crivant cette solidification doit aussi se faire d’une manie`re ite´rative. Chaque
ite´ration m fait appel successivement aux modules: thermique, e´lectromagne´tique et hy-
drodynamique. Soit:
0 = t0 < t1 < .... < tm−1 < tm < tm+1 ....
ou` le pseudo-temps (tm) est donne´ par tm = mτ , m = 1, 2, 3,.... Nous introduisons ainsi
les notations suivantes:
θm = θ(tm), Hm = H(tm), Km = K(θm), km = k(θm), σm = σ(θm),
Ωm = Ω(hm) et Γm = Γ(hm).
Le proble`me de solidification thermique dans une situation tridimensionnelle, revient a`
re´soudre un syste`me non line´aire couple´ correspondant a` MHD-thermique et permet-
tant de calculer le triplet (jm,um,θm). Il s’e´crit a` partir des syste`mes d’e´quations de´crits
pre´ce´demment de la fac¸on suivante:
nous commenc¸ons par l’initialisation des valeurs suivantes a` l’instant (t = 0):
H0 = H0, k
0 = k0, σ
0 = σ0, et u
0 = (0,0,0).
Ceci permet d’effectuer une ite´ration du calcul thermique “primaire” et d’obtenir θ0. De
meˆme pour m = 1, 2, 3,..., nous faisons le calcul thermique Sm−1Th a` l’ite´ration m− 1. Les
re´sultats ainsi obtenus sont ensuite utilise´s pour “corriger” les valeurs physiques entrant
dans les calculs e´lectromagne´tique SmEM puis hydrodynamique S
m
HD a` l’ite´ration suivante
m. Cet algorithme de re´solution correspond a` ce qui est repre´sente´ dans la Figure 2.10:
SmThS
m
EMS
m−1
Th S
m
HD
jm
bm
θmθm−1
um
Sm+1EM
SmEM , S
m
HD, S
m
Th: ite´rations du calcul e´lectromagnetique, hydrodynamique et thermique.
pm
Figure 2.10: re´solution ite´rative du proble`me de couplage MHD-Thermique.
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En utilisant le sche´ma de discre´tisation propose´ dans la section (2.2) pour le proble`me
e´lectromagne´tique, nous cherchons le couple (jm,bm) solution du syste`me:
SmEM
∫
Λ
(
σm−1(∇φm,∇v)− σm−1(u˜m−1 ∧ bm−1,∇v)
)
dx =
−
∫
Σ2
(j0,n)vdΣ ∀v ∈ Y
EM , (2.66)
jm = σm−1
(
−∇φm + u˜m−1 ∧ bm−1
)
dans Λ, (2.67)
bm(x) =
µ0
4pi
∫
Λ
jm(y) ∧ (x− y)
‖x− y‖3
dy + b0(x) ∀x ∈ Λ. (2.68)


Nous calculons le quadriplet (um,pm,hm,ψm) en faisant usage du sche´ma de discre´tisation
propose´ dans la section (2.3):
SmHD
∫
Ωm−1
ρ
(
(um−1,∇)um,w
)
dx + 2µ
∫
Ωm−1
Dum : Dwdx
−
∫
Ωm−1
pm∇.wdx +
∫
Ωm−1
Km−1(um,w)dx +
∫
Γm−1
ψm(w,n)dΓ =
∫
Ωm−1
(
jm ∧ bm − ρgez ,w
)
dx ∀w ∈ Y HD, (2.69)
∫
Ωm−1
∇.umqdx = 0, ∀q ∈ L20(Ω
m−1), (2.70)
∫
Γm−1
(
um,∇(z − hm−1)
)
GdΓ = 0 ∀G ∈ L2
(
Γm−1
)
, (2.71)
hm = hm−1 +
Cstem + ψm
{(jm ∧ bm,ez)− ρg}Γm−1
, (2.72)
∫∫
D
(hm − hm−1)dxdy = 0, (2.73)
u˜m|Ωm = u
m. (2.74)


En utilisant le sche´ma de Chernoff introduit dans la section (2.4) pour le proble`me ther-
mique, nous cherchons le triplet (θ˜m,θm,Hm) solution du syste`me:
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SmTh
∫
Λ
γ
θ˜m − β(Hm−1)
τ
ϕdx +
∫
Λ
km−1(∇θ˜m,∇ϕ)dx
−
∫
∂Λ\Σ1
α(θa − θ˜
m)ϕdΣ +
∫
Λ
ρCp(u˜
m,∇θ˜m)ϕdx =
∫
Λ
Smϕdx ∀ϕ ∈ Y Th, (2.75)
Hm = Hm−1 + γ
(
θ˜m − β(Hm−1)
)
dans Λ, (2.76)
θm = β(Hm) dans Λ. (2.77)


Remarque 2.5.1: Le terme source Sm s’e´crit:
Sm = σm−1‖∇φm‖2. (2.78)
Remarque 2.5.2: Le crite`re de convergence pour le triplet (u˜m,φm,θm) est donne´ par:
‖u˜m − u˜m−1‖(L2(Λ))3 + ‖φ
m − φm−1‖L2(Λ) + ‖θ
m − θm−1‖L2(Λ) < ε,
ou` ε est une valeur suffisament petite pour assurer la convergence du sche´ma nume´rique.
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Chapitre 3
Me´thodes et tests nume´riques
Dans le chapitre 2, nous avons obtenu une version semi-discre´tise´e, en temps, des
e´quations a` re´soudre. Il reste maintenant a` effectuer une discre´tisation spatiale. Dans
ce but, nous de´crivons la me´thode de type e´le´ments finis que nous mettons en œuvre
a` partir d’une formulation faible du proble`me et nous introduisons une partition Th du
domaine Λ. Nous de´finissons ensuite l’espace d’e´le´ments finis des fonctions P1 (fonctions
continues, polynomiales de degre´ 1 sur chaque e´le´ments de Th) dans lequel nous cherchons
les solutions.
Le proble`me des oscillations nume´riques relatif au cas de convection-diffusion est pre´sente´
avec la technique de stabilisation SUPG (Streamline Upuind Petrov Galerkin).
La deuxie`me section pre´sente des tests effectue´s sur le proble`me thermique permettant de
valider l’imple´mentation informatique effectue´e.
3.1 Les traitements nume´riques du proble`me thermique
Nous pre´sentons les me´thodes nume´riques utilise´es pour la discre´tisation spatiale des
formulations faibles. Une description de la re´solution du syste`me matriciel qui en de´coule
est de ce fait introduite dans ce contexte.
3.1.1 Discre´tisation spatiale de la formulation faible
Ayant en vue la mise en oeuvre d’une me´thode d’e´le´ments finis pour re´soudre nume´riquement
les syste`mes d’e´quations apparaissant dans le proble`me de solidification, nous commenc¸ons
par ope´rer une de´composition te´trae´drique du domaine Λ (voir Figure 3.1).
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Figure 3.1: Maillage te´trae`drique d’une cuve comple`te
Nous conservons les notations introduites lors de la mode´lisation et nous utilisons une
me´thode nume´rique de type “Galerkin”. Nous cherchons ainsi, les diverses inconnues de la
formulation faible, dans des sous-espaces de dimensions finies.
Nous pre´sentons la me´thode d’e´le´ments finis en nous restreignant a` la re´solution du proble`me
thermique qui pourra eˆtre couple´e a` la re´solution du proble`me MHD de´ja` effectue´e dans
la routine ALUCELL.
Nous supposons que Λ est un ouvert polye´drique dans R3. La notation Th de´ja` introduite
de´signe ainsi la de´composition te´trae´drique de Λ. Pour tout te´trae`dre K appartenant a` Th,
nous de´signons par hK le rayon de la plus petite sphe`re contenant K. La taille du maillage
est de´finie de la fac¸on suivante:
h = max
K∈Th
hK .
Nous garantissons de plus que la de´composition te´trae´drique est non de´ge´ne´re´e. Les N
sommets composant le maillage Th sont note´s P1, P2,..., PM , PM+1, PM+2,..., PN . Nous
de´signons ainsi par M le nombre de noeuds du maillage qui ne sont pas situe´s sur la partie
du bord Σ1.
Nous choisissons d’associer a` chaque te´trae`dre un e´le´ment fini de Lagrange, de type P1,
i.e. dont les e´le´ments appartiennent a` l’ensemble des polynoˆmes de degre´ un. Une me´thode
d’e´le´ments finis consiste a` chercher une solution dans un espace de dimension finie. Nous
pouvons alors de´finir les espaces d’e´le´ments finis (sous-espaces discrets) Y Thh correspondant
aux espaces Y Th de´ja` introduits au chapitre 2. Nous rappelons que:
Y Th = {φ ∈ H1(Λ); φ = 0 sur Σ1}.
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Ainsi l’espace e´le´ments finis correspondant est donne´ par:
Y Thh = {ϕ ∈ C
0(Λ);ϕ|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th, ϕ = 0 sur Σ1}.
A chaque noeud Pi, (1 ≤ i ≤ N) du maillage Th, correspond une fonction ϕi polynomiale
de degre´ 1 par morceau telle que ϕi(Pj) = δij , j = 1, 2, 3 ....N. Notons que l’ensemble des
fonctions “chapeau” {ϕi}1≤i≤M forme une base de l’espace e´le´ments finis Y
Th
h .
Conside´rons a` pre´sent θ˜mh , θ
m
h et H
m
h des approximations de θ˜
m, θm et Hm respective-
ment dans le proble`me (2.63)− (2.65) du chapitre 2. Une discre´tisation en espace consiste
a` e´crire θ˜mh , θ
m
h et H
m
h sous la forme:
θ˜mh =
M∑
i=1
θ˜mi ϕi +
N∑
i=M+1
θ0(Pi)ϕi, θ
m
h =
M∑
i=1
θmi ϕi +
N∑
i=M+1
θ0(Pi)ϕi (3.1)
et
Hmh =
M∑
i=1
Hmi ϕi +
N∑
i=M+1
β−1(θ0(Pi))ϕi, (3.2)
ou` les coefficients θ˜mi , θ
m
i et H
m
i , sont les inconnues du proble`me correspondant a` l’ite´ration
(m). Ces de´finitions e´tant pose´es, nous de´signons par rh l’interpolant de Lagrange cor-
respondant a` la base e´le´ments finis. Nous pouvons alors e´crire le proble`me discret cor-
respondant au proble`me S4 du chapitre 2 (cf. (2.63) − (2.65)) sous la forme: trouver
(θ˜m+1h , θ
m+1
h , H
m+1
h ) avec(
θ˜m+1h − rh(θ0), θ
m+1
h − rh(θ0), H
m+1
h − rh(β
−1(θ0))
)
∈ (Y Thh )
3 et tels que:
S1h
∫
Λ
γ
θ˜m+1h − β(H
m
h )
τ
ϕhdx +
∫
Λ
km(∇θ˜m+1h ,∇ϕh)dx
−
∫
∂Λ\Σ1
α(θa − θ˜
m+1
h )ϕhdΣ +
∫
Λ
ρCp(u˜,∇θ˜
m+1
h )ϕhdx =
∫
Λ
Smϕhdx ∀ϕh ∈ Y
Th
h , (3.3)
Hm+1h = H
m
h + γ(θ˜
m+1
h − β(H
m
h )) dans Λ, (3.4)
θm+1h = β(H
m+1
h ) dans Λ. (3.5)


On notera que km = k(θmh ) de´signe le terme de la conductivite´ thermique.
Remarque 3.1: Nous savons que l’enthalpie H n’est pas continue sur Λ mais qu’elle
pre´sente un saut sur le front de solidification. Comme celui-ci n’est pas connu a` priori,
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nous approchons H dans les sous-espaces de fonctions continues. De ce fait, les approxima-
tions de H vont avoir de forts gradients la` ou` l’enthalpie exacte pre´sente une discontinuite´.
Ne´anmoins le proble`me dans sa forme discre´tise´e est bien pose´. Notons cependant que la
convergence des approximations de l’enthalpie vers la solution H n’aura lieu qu’au sens
L2(Λ).
La forme matricielle du syste`me d’e´quations a` re´soudre sera pre´sente´e dans les parties
suivantes apre`s l’introduction des me´thodes de stabilisation nume´rique.
3.1.2 Oscillations nume´riques et la me´thode SUPG
Dans ce paragraphe, nous traitons le proble`me d’oscillations nume´riques rencontre´ lors
de l’usage des sche´mas nume´riques standards pour re´soudre certains proble`mes de la cha-
leur.
En effet, ces osciallations ont lieu dans le cas ou` il existe un terme convectif comparable
au terme de diffusion, entrainant une valeur du nombre de Pe´clet local supe´rieur a` un.
Par souci de clarte´ nous pre´sentons la situation du proble`me simple suivant: calculer le
champ de tempe´rature dans une cavite´ rectangulaire de longueur L, traverse´e de gauche
a` droite par un fluide de vitesse u = (u,0). Cette cavite´ est suppose´e isole´e sur les parties
infe´rieure et supe´rieure du bord. La tempe´rature sur les parties gauche et droite du bord
est suppose´e maintenue a` α ◦C et β ◦C respectivement (voir Figure 3.2). Ce proble`me qui
est de´ja` pre´sente´ dans ([AHM95] Page 57) est fre´quemment rencontre´ dans les applications
lie´es aux transferts thermiques traite´s par les inge´nieurs.
y
fluide sortant
fluide entrant
x(∇θ,n) = 0
Figure 3.2: cavite´ rectangulaire de longeur L travese´e par un fluide
θ = β
Γ2
θ = α
Γ1
(∇θ,n) = 0
Ω
ΓN
ΓN
Le mode`le mathe´matique standard pour ce proble`me de convection-diffusion a la forme
suivante:
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(S1)
ρCp
∂θ
∂t
− k4θ + ρCp(u,∇θ) = 0, dans Ω×]0,T [, (3.6)
θ = α sur Γ1×]0,T [, (3.7)
θ = β sur Γ2×]0,T [, (3.8)
(∇θ,n) = 0 sur ΓN×]0,T [, (3.9)
θ(x,y,0) = θ0(x,y) ∀(x,y) ∈ Ω, (3.10)


ou` θ est la tempe´rature, u est un champ de vitesse a` divergence nulle (i.e. u = cste), k est la
conductivite´ thermique et θ0 est la distribution initiale de la tempe´rature. Dans un premier
temps la tempe´rature e´volue, puis atteint un re´gime stationnaire. Graˆce a` l’invariance selon
l’axe Oy le proble`me stationnaire peut eˆtre formule´ comme un proble`me unidimensionel
ayant la forme suivante:
(S2)
ρCpuθ
′ = kθ′′ ∀x ∈ (0,L), (3.11)
θ(0) = α et θ(L) = β. (3.12)


Si ρCp = 1, la solution exacte de S2 est donne´e par:
θ(x) =
1
e
uL
k − 1
(ae
ux
k + b),
ou`
a = β − α, b = αe
uL
k − β.
Nous reprenons le syste`me (3.6)-(3.10) sous la forme faible suivante:
Trouver une fonction t ∈ [0,T ] → θ(t) ∈ H1(Ω) tel que θ = α sur Γ1, θ = β sur Γ2
avec:∫
Ω
(∂θ
∂t
+ ρCp(u,∇θ)
)
ψdx +
∫
Ω
k(∇θ,∇ψ)dx = 0,
∀ψ ∈ H1(Ω) tel que ψ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2. p.p. t ∈ [0,T ] (3.13)
Nous re´alisons un maillage en triangularisant le domaine Ω et nous de´signons la triangu-
lation par Th. Pour tout triangle K appartenant a` Th, nous de´signons par hK le rayon du
plus petit disque contenant K. La taille du maillage est de´finie de la fac¸on suivante:
h = max{hK , K ∈ Th}.
Nous de´finissons l’espace d’e´le´ments finis Yh des fonctions P1 (a` savoir des fonctions
line´aires sur chaque triangle K de la triangulation Th ) qui sont continues sur Ω et qui
s’annulent sur Γ1 ∪ Γ2. A chaque noeud P i, (1 ≤ i ≤ M ) de la triangulation correspond
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une fonction de base ϕ
i
qui est une fonction “chapeau” classique.
La formulation de Galerkin qui correspond a` (3.13) est la suivante:∫
Ω
ρCp
(∂θh
∂t
+ (u,∇θh)
)
ψhdx +
∫
Ω
k(∇θh,∇ψh)dx = 0, ∀ψh ∈ Yh. (3.14)
Le nombre de Pe´clet nume´rique local PeK est donne´ dans chaque e´le´ment K du maillage
par:
PeK = ρCp
1
3
uhK
k
.
Pour simplifier l’expose´ nous supposons que α = 0, β = 1, L = 1, ρCp = 1, u = 30 et
k = 0.5, ce qui donne lieu a` un nombre de Pe´clet ayant la valeur PeK = 2 pour h = 0.1. La
solution stationnaire θh du proble`me (3.14) pre´sente dans ce cas des oscillations. La Figure
3.3 donne la variation selon l’axe (Ox) de θh et de la solution exacte θ respectivement.
0.0            0.2            0.4            0.6            0.8            1.0            
0.0            
0.2            
0.4            
0.6            
0.8            
1.0            
                                
x                               
Solution stationnaire           
- - - - - -                     Solution exacte                 
................................ Pe =  2.0                       
Figure 3.3: PeK = 2, la solution nume´rique est comple´tement fausse.
Par contre la me´thode SUPG consiste a` choisir la fonction test ψh de la manie`re suivante:
ψh = ϕh + ph, (3.15)
ou` ϕh appartient a` Yh et ph est une fonction, continue a` l’inte´rieur des e´le´ments, qui
pre´sente une discontinuite´ aux bords de ces derniers. Cette fonction est donne´e par:
ph = C1
δKhK
‖u‖
(u,∇ϕh) dans K ∈ Th. (3.16)
Ici u de´signe le vecteur vitesse, C1 est constante positive et δK est une valeur re´elle positive
qui de´pend de PeK (voir[FFH92]):
δK =
{
PeK si PeK < 1,
1 si PeK ≥ 1,
(3.17)
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Sous ces conditions la formulation Galerkin du proble`me (3.6),(3.10), est donne´e par:
∫
Ω
ρCp
(∂θh
∂t
+ (u,∇θh)
)
ϕhdx + k
∫
Ω
(∇θh,∇ϕh)dx +
∑
K∈Th
∫
K
ρCp
(∂θh
∂t
+ (u,∇θh)
)
phdx = 0. (3.18)
Nous remarquons que ce proce´de´ doit conduire a` un e´quilibre de diffusion. La consistance
de cette approche est duˆe au fait que lorsque h→ 0 la forme (3.18) tend vers l’aproxima-
tion nume´rique du proble`me (3.9),(3.10).
Des cas tests introduit dans [BrH82] montrent que cette me´thode est utile pour e´liminer
les oscillations. A titre d’exemple nous appliquons la me´thode SUPG au cas test de´ja`
pre´sente´ dans la Figure 3.3, les re´sultats obtenus sont repre´sente´s dans la Figure 3.4. Nous
remarquons que les oscillations observe´es dans la Figure 3.3 ont disparu.
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Solution SUPG                   
x                               
Solution stationnaire           
- - - - - -                     Solution exacte                 
................................ Pe =  2.0                       
Figure 3.4: en utilisant SUPG avec δ = 1.5, la solution nume´rique ne pre´sente aucune oscillation.
Il est clair que le terme de diffusion nume´rique, introduit dans (3.18) par:
∑
K∈Th
∫
K
ρCp(u,∇θh)phdx =
∑
K∈Th
C1
∫
K
ρCp
δKhK
‖u‖
(u,∇θh)(u,∇ϕh)dx,
ope`re seulement dans la direction longitudinale relative a` la vitesse u. En d’autres termes
la diffusion nume´rique de la me´thode SUPG, n’a pas lieu dans la direction transversale i.e.
la direction orthogonale a` celle du champ de vitesse.
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Implantation de diffusion nume´rique transverse:
Comme de´ja` mentionne´ l’usage de la me´thode SUPG introduit une diffusion nume´rique
suivant la direction longitudinale relative a` la vitesse, ce qui montre que cette me´thode
ne permet pas de reme´dier de fac¸on satisfaisante aux oscillations nume´riques dans les cas
multidimensionnels. Pour mettre en e´vidence l’efficacite´ limite´e de cette me´thode nous in-
troduisons le cas test suivant de´ja` pre´sente´ dans ([FFH92]).
Nous conside´rons le proble`me de convection diffusion stationnaire dans le domaine bidi-
mensionnel carre´ Ω =]0,1[×]0,1[ i.e.
(S3)
−k4θ + ρCp(u,∇θ) = 0, dans Ω, (3.19)
θ = 1 sur Γ1 ∪ Γ2, (3.20)
θ = 0 sur ∂Ω\(Γ1 ∪ Γ2), (3.21)


ou` Γ1 et Γ2 de´signent les parties du bord ∂Ω situe´es en x = 0 et y = 1 respectivement
(voir Figure 3.5). Le champ de vitesse est donne´ par le vecteur u =(2,1).
x
y
fluide sortant
fluide entrant
θ = 1
Γ2
θ = 0
θ = 0Γ1 Ωθ = 1
Figure 3.5: cavite´ carre´e traverse´e par un fluide
La formulation faible du proble`me (3.19)− (3.21) est donne´e par:
Trouver θ ∈ H1(Ω) tel que θ = 1 sur Γ1 ∪ Γ2, θ = 0 sur ∂Ω\(Γ1 ∪ Γ2) avec:
∫
Ω
ρCp(u,∇θ)ψdx +
∫
Ω
k(∇θ,∇ψ)dx = 0, ∀ψ ∈ H1(Ω) tel que ψ = 0 sur ∂Ω. (3.22)
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La formulation SUPG qui correspond a` l’e´quation (3.22) s’e´crit sous la forme:
∫
Ω
ρCp(u,∇θh)ϕhdx +
∫
Ω
k(∇θh,∇ϕh)dx +
∑
K∈Th
∫
K
C1ρCp
δKhK
‖u‖
(u,∇θh)(u,∇ϕh)dx = 0.
(3.23)
Ici la valeur de la conductivite´ thermique k est choisie de l’ordre de 10−6 avec ρCp =1 ce
qui implique que le proble`me traite´ posse`de une convection dominante. Pour un maillage
relativement fin ayant 3721 noeuds et 7200 e´le´ments, ou` h = 1/120, et ou` la valeur du
nombre de Pe´clet PeK vaut 5555, nous obtenons, en utilisant la me´thode SUPG, la solu-
tion pre´sente´e dans la Figure 3.6.
Figure 3.6: isovaleur des re´sultats nume´riques obtenus en utilisant SUPG
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Figure 3.7: la solution dans la direction longitudinale avec la me´thode SUPG ne pre´sente aucune
oscillation.
Pour de´tecter d’une manie`re plus visible les oscillations nume´riques dans ces re´sultats, nous
faisons une coupe longitudinale paralle`lement a` la direction de la vitesse. Nous obtenons
ainsi une courbe repre´sentant la variation de la solution θh de (3.23) dans cette coupe (voir
Figure 3.7).
Les re´sultats obtenus ne pre´sentent pas d’oscillations malgre´ la valeur e´leve´e du nombre de
Pe´clet, ce qui correspond a` la diffusion nume´rique introduite par la me´thode SUPG dans
la direction longitudinale paralle`le a` la vitesse. Par contre nous voyons dans la Figure 3.8
que dans la direction transversale i.e. dans la direction orthogonale a` la vitesse, la variation
de la tempe´rature pre´sente des oscillations.
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Figure 3.8: la solution dans la direction transverse avec la me´thode SUPG
Ce caracte`re oscillant lie´ a` la me´thode SUPG apparaˆıt dans le proble`me avec convection
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dominante; en particulier dans le proble`me de solidification dans une cellule d’e´lectrolyse
ou` le nombre de Pe´clet est parfois supe´rieur a` 1000. Puisque la formation du talus est tre`s
sensible a` ce type d’oscillations, nous avons alors besoin d’un outil nume´rique capable d’in-
troduire une diffusion nume´rique supple´mentaire a` celle provenant de la me´thode SUPG.
Cet outil est e´tabli pour obtenir une diffusion nume´rique e´galement dans les directions
transverses au champ de vitesse (voir [BeAe02]). Pour tenir compte de ce qui pre´ce`de,
nous ajoutons alors a` la formulation (3.23) le terme:
∑
K∈Th
∫
K
C2ρCpδKhK‖u‖(∇θh,∇ϕh)dx.
Nous obtenons ainsi: ∫
Ω
ρCp(u,∇θh)ϕhdx +
∫
Ω
k(∇θh,∇ϕh)dx+
∑
K∈Th
∫
K
C1ρCp
δKhK
‖u‖
(u,∇θh)(u,∇ϕh)dx +
∑
K∈Th
∫
K
C2ρCpδKhK‖u‖(∇θh,∇ϕh)dx = 0.
(3.24)
Ici C2 est une valeur constante positive. Les re´sultats obtenus sont repre´sente´s dans la
Figure 3.9:
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Figure 3.9: la me´thode SUPG avec diffusion transverse: pas d’oscillation dans la direction
transversale.
Nous noterons que lorsque h tend vers ze´ro , le terme de diffusion ajoute´ tend aussi vers
ze´ro. La consistance de la me´thode de re´solution est ainsi maintenue.
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3.2 L’e´quation matricielle du proble`me thermique
Nous reprenons le proble`me discret (3.3) − (3.5), en appliquant la me´thode SUPG et
en faisant une implantation de la diffusion nume´rique transverse. Ce proble`me s’e´crit sous
la forme:
S2h
∫
Λ
γ
θ˜m+1h − β(H
m
h )
τ
ϕhdx +
∫
Λ
km(∇θ˜m+1h ,∇ϕh)dx
−
∫
∂Λ\Σ1
α(θa − θ˜
m+1
h )ϕhdΣ +
∫
Λ
ρCp(u˜,∇θ˜
m+1
h )ϕhdx
+
∑
K∈Th
∫
K
ζK
(
γ
θ˜m+1h − β(H
m
h )
τ
+ ρCp(u˜,∇θ˜h)
)
(u˜,∇ϕh)dx
+
∑
K∈Th
C2
∫
K
ρCpδKhK‖u˜‖(∇θ˜h,∇ϕh)dx =
∫
Λ
Smϕhdx +
∑
K∈Th
∫
K
ζKS
m(u˜,∇ϕh)dx ∀ϕh ∈ Y
Th
h , (3.25)
Hm+1h = H
m
h + γ(θ˜
m+1
h − β(H
m
h )) dans Λ, (3.26)
θm+1h = β(H
m+1
h ) dans Λ, (3.27)


avec ζK donne´ par:
ζK =
{
C1
δKhK
‖u˜‖ si ‖u˜‖ > 0,
0 si ‖u˜‖ = 0
et δK donne´ par (3.17).
Compte tenu de (3.1) − (3.2), nous de´finissons maintenant les quantite´s suivantes: Θ˜m,
Θm et Hm, N -vecteurs de composantes θ˜mi , θ
m
i et H
m
i avec i = 1,2,....,N ainsi que A
m, la
(N ×N) matrice de coefficients Amij donne´s par:
Amij = ∫
Λ
γ
τ
ϕjϕidx +
∫
Λ
km(∇ϕj ,∇ϕi)dx +
∫
∂Λ\Σ1
αϕjϕidΣ +
∫
Λ
ρCp(u˜,∇ϕj)ϕidx
+
∑
K∈Th
∫
K
ζK
(γ
τ
ϕj + ρCp(u˜,∇ϕj)
)
(u˜,∇ϕi)dx +
∑
K∈Th
C2
∫
K
ρCpδKhK‖u˜‖(∇ϕj ,∇ϕi)dx
et Bm le N -vecteur de composantes Bmi ou`:
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Bmi =∫
Λ
γ
τ
β(Hmh )ϕidx +
∫
∂Λ\Σ1
αθaϕidΣ +
∫
Λ
Smϕidx +
∑
K∈Th
∫
K
ζK(S
m +
γ
τ
β(Hm)(u˜,∇ϕi)dx.
La relation entre Hm et Θm peut se mettre sous la forme:
Θm = B(Hm)
ou` B est l’application vectorielle qui, a` chaque composante Hmi associe Θ
m
i = β(H
m
i ).
A l’aide de ces de´finitions, le syste`me (3.25) − (3.27) peut eˆtre formule´ de la manie`re
e´quivalente suivante:
S3h
A
mΘ˜m+1 = Bm, (3.28)
H
m+1 = Hm + γ(Θ˜m+1 − B(Hm)) dans Λ, (3.29)
Θm+1 = B(Hm+1) dans Λ. (3.30)


La matrice Am est non syme´trique. Dans nos applications elle est d’ordre environ 2.105 et
de taille (177465× 177465). Notons que dans le cas d’un proble`me thermique sans convec-
tion (fluide sans vitesse), la matrice Am est syme´trique de´finie positive. A noter aussi que
nous utilisons une matrice de masse “lumpe´e” dans la construction de Am. Il est clair que
chaque ite´ration (m) du sche´ma de Chernoff fait appel a` la re´solution du syste`me matriciel
(3.28); les me´thodes utilise´es pour cette re´solution sont introduites dans le paragraphe qui
suit.
Des de´tails sur la mise sous forme matricielle des syste`mes d’e´quations lie´s aux proble`mes
e´lectromagne´tique (EM) et hydrodynamique (HD) peuvent eˆtre trouve´s dans [RaT98].
Mentionnons que le proble`me SmEM lie´ a` l’e´lectromagne´tisme de la section (2.5) du cha-
pitre 2 est re´solu nume´riquement avec la meˆme ge´ome´trie que celle du proble`me thermique,
avec le meˆme maillage. La discre´tisation nume´rique spatiale de ce proble`me conduit ainsi a`
re´soudre un syste`me ayant une matrice syme´trique de´finie positive et de meˆme taille que la
matrice (Am). Tandis que le proble`me SmHD lie´ a` l’hydrodynamique (voir chapitre 2, section
2.5), est re´solu nume´riquement dans une partie restreinte de la cuve forme´e du domaine
fluide et du talus. Une matrice non syme´trique est ainsi obtenue suite a` la discre´tisation
spatiale de ce proble`me.
Re´solution du syste`me matriciel
La description du syste`me matriciel e´tant faite, nous re´solvons ce syste`me en utilisant
les trois me´thodes ite´ratives suivantes:
– GC: gradient conjugue´ pour les matrices syme´triques de´finies positives.
– GMRES: avec pre´conditionnement de type diagonal ou ILU(0).
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– AMG: “algebraic multigrid method” pour les matrices syme´triques de´finies positives.
Nous noterons que la me´thode AMG est une me´thode alge´brique qui fait appel a` l’ag-
glome´ration des noeuds du maillage. Dans ce paragraphe nous ne pre´sentons pas la des-
cription des deux me´thodes ite´ratives GC et GMRES. Le lecteur inte´resse´ pourra consulter
[YSA96]. Par contre nous introduisons une description re´sume´e de la me´thode AMG sans
pre´senter l’e´tude de convergence de cette me´thode qui est introduite dans [VMB96] et dans
[AlJ02](Ch II, §3).
Les me´thodes multigrilles sur les maillages non-structure´s peuvent eˆtre classe´es en deux
groupes. Le premier groupe comprend les me´thodes multigrilles ge´ome´triques qui uti-
lisent une hie´rarchie de maillages d’e´chelles diffe´rentes pour le meˆme domaine de calcul.
Ne´anmoins pour ces me´thodes, la ne´cessite´ de stocker et ge´rer plusieurs maillages de la
meˆme ge´ome´trie est un gros de´savantage. De plus le “de´raffinement” par rediscre´tisation
du maillage 3D reste toujours une taˆche extreˆmement difficile et complexe.
Le second groupe de me´thodes, qui comprend celle que nous utilisons dans notre cal-
cul, essaie d’e´viter les complexite´s ge´ome´triques associe´es a` la gestion, en paralle`le, d’une
hie´rarchie de maillages et construit la proce´dure multigrille sur des concepts purement
alge´briques.
1
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base e´le´ments finis, maillage de niveau J
φki+1φ
k
iφ
k
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hkhk
agre´gation de noeuds, maillage de niveau k
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Qk(u)
u
hkhJ
x
x = 0 x = 1
agre´gat de noeuds noeud d’ e´le´ments finis
Figure 3.10: technique d’agre´gation dans la me´thode AMG
φJi+1φ
J
i
fonctions de bases de niveaux grossiers avec une tre`s mauvaise stabilite´ en e´nergie
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Dans la me´thode multigrille ge´ome´trique, la hie´rarchie des maillages et des ope´rateurs
de prolongement est base´e sur la rediscre´tisation du domaine. A l’oppose´ l’approche
alge´brique essaie de construire une hie´rarchie d’espaces grossiers (ou dans le cadre va-
riationnel d’ope´rateur de prolongement) uniquement a` partir de la matrice du proble`me
correspondant au niveau le plus fin.
L’avantage principal de cette me´thode est qu’elle proce`de par agre´gation des degre´s de li-
berte´ pour construire les proble`mes grossiers seulement a` partir des donne´es et du maillage
de niveau le plus fin (voir Figure 3.10).
De´signons par φki les fonctions de base de l’espace fonctionnel de Hilbert Mk qui est l’es-
pace des soltutions nume´riques correspondant au niveau d’agre´gation (k), avec 1 ≤k ≤
J , ou` MJ est l’espace de niveau le plus fin et M1 est l’espace de niveau le plus grossier,
Mk−1 ⊂Mk ⊂ .... ⊂MJ . Nous voyons clairement que tandis que la base de niveau le plus
fin peut approcher exactement n’importe quelle fonction “chapeau”, les niveaux grossiers
ne contiennent pas la fonction “chapeau”.
De plus la the´orie de convergence de la me´thode multigrille exige une proprie´te´ de stabi-
lite´ en e´nergie de l’espace grossier (voir [BpWx91] et [BrPa93] ) ce qui n’est pas satisfait
dans la situation de la Figure 3.10. Pour mettre en e´vidence ce proble`me nous re´solvons le
proble`me de Poisson:
−4u = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,
en cherchant une solution nume´rique u ∈ MJ , c. a`. d. en cherchant u ∈ MJ tel que pour
tout v ∈MJ :
A(u,v) = (f,v)0 dans Ω,
ou` A(.,.) est le semi-produit scalaire H1 usuel et (.,.)0 est le produit scalaire L
2. Ici on
suppose f ∈ L2(Ω). Nous notons par (hk) la taille de l’agre´gat au niveau (k) (voir Figure
3.10). Nous de´finissons la projection L2 de H1(Ω) dans Mk, note´e Qk. La condition de sta-
bilite´ en e´nergie de l’espace Mk est donne´e par l’existence d’une constante C inde´pendante
de hk telle que pour tout u ∈ H
1
0 (Ω):
|Qku|1,Ω ≤ C|u|1,Ω. (3.31)
Ici |.|1,Ω est la semi-norme H
1, c’est-a`-dire |v|1,Ω= A(v,v)
1
2 .
Dans la Figure 3.10 nous donnons un exemple de fonction u ∈ H 1(Ω) pour laquelle la
condition (3.31) n’est pas ve´rifie´e. En effet, l’e´nergie de la fonction u est:
|u|21,Ω =
∫ 1
0
(∂u
∂x
)2
dx =
∫ 1
0
( 1
0.5
)2
dx = 4,
l’e´nergie de la fonction projete´e Qku est de l’ordre de:
|Qku|
2
1,Ω =
∫ 1
0
(∂Qku
∂x
)2
dx ≈ C
( 1
hJ
)2
hJ = C
( 1
hJ
)
.
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Par conse´quent, la constante C est de l’ordre de h
− 1
2
J , ce qui contredit les hypothe`ses
ne´cessaires pour la the´orie de la convergence multigrille.
Au vu de ce qui pre´ce`de les me´thodes d’agre´gation ont e´te´ ame´liore´es par l’introduction
du concept d’agre´gation lisse´e, qui consiste a` ame´liorer la base de l’espace grossier par un
processus de lissage conc¸u de manie`re a` ce qu’il re´alise les buts suivants:
– re´aliser l’approximation des fonctions “chapeau” par les fonctions de base lisse´es qui
corespondent au niveau grossier.
– satisfaire la condition de stabilite´ en e´nergie de l’espace grossier (voir Figure 3.11).
ψki−1 ψ
k
i ψ
k
i+1
φki−1 φ
k
i φ
k
i+1
agre´gat de noeuds
Figure 3.11: lissage de base de niveaux grossiers
noeud d’e´le´ments finis
Supposons que nous re´solvions le syste`me suivant provenant de la discre´tisation par e´le´ments
finis avec un pas du maillage (h):
Ahuh = bh.
Alors l’algorithme de la re´solution ite´rative par AMG s’e´crit de la fac¸on suivante:
Soit bJ = bh, AJ = Ah, J e´tant le nombre de niveaux multigrilles. Imposons uJ = 0 et
exe´cutons:
1. Pre´-lissage: uJ ← (I − RJAJ)uJ + RJbJ , ou` RJ est un pre´conditionneur d’une simple
me´thode ite´rative (par exemple Gauss-Seidel ou Jacobi).
2. Correction de grille grossie`re: si J > 1,
(a) Faire une restriction du re´sidu rJ = bJ − AJuJ et le mettre a` la place du second
membre du niveau grossier bJ−1 = I
J
J−1rJ .
(b) Re´soudre pour uJ−1 sur le niveau grossier AJ−1uJ−1 = bJ−1 par une application
re´cursive de cet algorithme sur le niveau grossier (J-1).
(c) Ope´rer le prolongement: corriger uJ par uJ ← uJ + I
J−1
J uJ−1.
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3. Post-Lissage: uJ ← (I −RJAJ)uJ +RJbJ .
4. Imposer uh = uJ .
Dans le cadre de cet algorithme nous utilisons des ope´rateurs de transfert entre les ni-
veaux multigrilles, notamment la restriction Ikk−1 : Mk → Mk−1 et le prolongement
Ik−1k : Mk−1 →Mk et des se´ries d’ope´rateurs sur les niveaux grossiers Ak : Mk →Mk.
Mentionnons que l’avantage de la me´thode AMG est le suivant:. la vitesse de conver-
gence de la re´solution ite´rative est inde´pendante de la taille h de la maille (voir [AlJ02] Ch
IV, §2), et par conse´quent le temps CPU est d’ordre O(n) ou` n est le nombre d’inconnues
du proble`me. Une comparaison entre la me´thode AMG et d’autres types de me´thode mul-
tigrille d’une part et la me´thode du gradient conjugue´ CG d’autre part est effectue´e dans
[ADa02]. Cette comparaison montre que le temps CPU relatif a` l’usage de AMG est plus
avantageux que celui de CG.
Notons en plus que cette me´thode est tre`s efficace dans le cas d’un proble`me avec mau-
vais conditionnement matriciel provenant de l’anisotropie du maillage ou de la complexite´
ge´ome´trique du domaine. Cette me´thode est aussi efficace dans le cas d’un proble`me de
Laplace mal conditionne´ ou` les conditions de Dirichlet sont impose´es sur une partie rela-
tivement “petite” du bord (voir par exemple [AlJ99]).
Nous utilisons GMRES pour la re´solution du proble`me hydrodynamique (SmHD) et de la
thermique (SmTh) (voir section 2.5 ch 2). Par contre nous utilisons AMG et GC pour la
re´solution du proble`me e´lectrique (SmEM ) et du proble`me thermique sans convection.
L’e´tude des performances de ces me´thodes est pre´sente´e au chapitre 4.
3.3 Validations nume´riques
Afin de valider le sche´ma nume´rique, dit de Chernoff, mis en place pour re´soudre
le proble`me thermique et pour mettre en e´vidence ses proprie´te´s de convergence pour
diffe´rentes valeurs du parame`tre de relaxation γ, nous introduisons dans cette section
deux cas tests relatifs aux proble`mes thermiques avec et sans convection. Ces deux cas
tests sont conside´re´s dans un cadre the´orique.
Pre´sentation du cas test I: vitesse nulle.
Nous effectuons un calcul thermique de la solidification. Un calcul comparable a` celui-
ci a e´te´ pre´sente´ dans [Gre91] et [Mas03] dans un cadre bidimensionnel base´ sur l’existence
d’une solution exacte connue.
Le domaine de calcul est un cube Ω = (]−1,1[)3. La discre´tisation spatiale du domaine uti-
lise est un maillage structure´ obtenu en divisant Ω en hexae`dres cubiques de meˆme taille et
en coupant chaque cube en 6 te´trae`dres. Pour mesurer les erreurs des solutions nume´riques,
relativement aux solutions exactes, nous utilisons la norme L2 note´e ‖.‖ ≡ ‖.‖L2(Ω) et la
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norme L2 inte´gre´e en temps, note´e ‖.‖T ≡ ‖.‖L2(0,T ;L2(Ω)).
Pour obtenir l’ordre de convergence, nous calculons ces normes pour la diffe´rence entre la
solution obtenue pour l’enthalpie exacte note´e He, (respectivement θe pour la tempe´rature)
et la solution approche´e, note´e Hh, (respectivement θh pour la tempe´rature) obtenue en
utilisant le sche´ma de Chernoff.
Tous les calculs sont effectue´s en utilisant une relation, entre les pas d’espace et les pas de
temps de type τ = h2. Ce test est effectue´ dans l’intervalle de temps [0,T ] avec T = 0.25 s
en faisant varier le parame`tre de relaxation γ du sche´ma de Chernoff.
Les proprie´te´s thermiques sont suppose´es constantes dans chaque phase. La fonction enthalpie-
tempe´rature β est de´finie par:
β(λ) =


α1λ si λ < 0,
0 si 0 ≤ λ ≤ `,
α2(λ− `) si λ > `,
ou` les diffe´rents coefficients ont les valeurs suivantes: α1 =
1
2 , α2 =
1
3 et ` = 1. Dans ce
cas test, il est clair que la valeur maximale pour le parame`tre de relaxation, qui satisfait
le crite`re de stabilite´ du sche´ma de Chernoff, est γ = 2.0.
L’enthalpie exacte est de´finie par:
He(x,y,z,t) =
{
6φ(x,y,z,t) + ` si φ(x,y,z,t) ≥ 0,
2φ(x,y,z,t) si φ(x,y,z,t) < 0,
ou` φ(x,y,z,t) := x2 + y2 + z2 − 14e
−4t = 0 de´signe l’interface solide-liquide.
En posant k = 1 pour la conductivite´ thermique, l’enthalpie approche´e est alors solu-
tion du proble`me suivant:
∂H
∂t
−4β(H) = f dans Ω× (0,T ),
H =
{
6φ+ l si φ ≥ 0
2φ si φ < 0
sur ∂Ω× (0,T ),
H(.,0) =
{
6φ(.,0) + l si φ(.,0) ≥ 0
2φ(.,0) si φ(.,0) < 0
dans Ω,
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avec le second membre:
f(x,y,z,t) =
{
6e−4t − 12 si φ ≥ 0,
2e−4t − 6 si φ < 0.
Notons que ce proble`me satisfait la condition de´ja` introduite dans le chapitre 2 section 4,
pour la vitesse d’avancement va du front de solidification. Cette condition est donne´e par
la relation:
va.{H}∆ = {
(
(−k∇β(H)),n
)
}∆,
ou` ∆ de´signe le front de solidifcation, n est le vecteur unitaire normal a` ∆ sortant du
sous-domaine solide et ou` {.}∆ de´signe le saut de la grandeur correspondante en direction
n. En effet, le front de solidification de´fini par φ = 0, i.e. r = 12e
−2t avec r2 = x2 + y2 + z2,
avance avec une vitesse r˙(t) = ∂r
∂t
= −e−2t.
Le saut d’enthalpie est donne´ par: {H}∆ = ` = 1, et
{
(
(−k∇β(H)),n
)
}∆ = {−
∂β(H)
∂n
}∆ = {−
∂β(H)
∂H
∂H
∂φ
∂φ
∂n
}∆
=
(∂β(H)
∂H
∂H
∂φ
∂φ
∂n
)
φ=0+
−
(∂β(H)
∂H
∂H
∂φ
∂φ
∂n
)
φ=0−
= α2.6.e
−2t − α1.2.e
−2t = e−2t.
Pre´sentation des re´sultats obtenus
Nous introduisons les notations suivantes:
N-el = Nombre d’e´le´ments,
N-no = Nombre de noeuds,
N-it = Nombre de pas de temps,
CPU = Le temps CPU correspondant en secondes (station Pentium(R) 4, CPU 2.80GHz)
- Re´sultats pour γ = 0.10:
N-el N-no h N-it ‖He-Hh‖ ‖He-Hh‖T ‖θe-θh‖ ‖θe-θh‖T CPU
384 125 1/4 4 0.933 0.401 0.295 0.127 3.39
3072 729 1/8 16 0.707 0.275 0.218 0.085 48.55
24576 4913 1/16 64 0.375 0.163 0.109 0.047 1416.51
196608 35937 1/32 256 0.154 0.079 0.037 0.019 50682.42
Tableau: 3.1: erreur sur les re´sultats nume´riques et temps CPU pour γ = 0.10
- Re´sultats pour γ = 0.25:
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N-el N-no h N-it ‖He-Hh‖ ‖He-Hh‖T ‖θe-θh‖ ‖θe-θh‖T CPU
384 125 1/4 4 0.847 0.378 0.267 0.120 3.27
3072 729 1/8 16 0.511 0.222 0.155 0.068 49.12
24576 4913 1/16 64 0.228 0.113 0.064 0.032 1389.83
196608 35937 1/32 256 0.111 0.058 0.027 0.014 51373.75
Tableau: 3.2: erreur sur les re´sultats nume´riques et temps CPU pour γ = 0.25
- Re´sultats pour γ = 2.00:
N-el N-no h N-it ‖He-Hh‖ ‖He-Hh‖T ‖θe-θh‖ ‖θe-θh‖T CPU
384 125 1/4 4 0.651 0.326 0.213 0.106 3.31
3072 729 1/8 16 0.322 0.163 0.104 0.052 48.54
24576 4913 1/16 64 0.164 0.084 0.051 0.026 1395.01
196608 35937 1/32 256 0.085 0.044 0.026 0.013 51359.55
Tableau: 3.3: erreur sur les re´sultats nume´riques et temps CPU pour γ = 2.00
Nous de´signons par EhH la quantite´ ‖He - Hh‖T et par E
h
θ la quantite´ ‖θe - θh‖T . Si
nous supposons que EhH = Ch
aH et Ehθ = C˜h
aθ , alors:
aH =
log(Eh1H /E
h2
H )
log(h1/h2)
= ordre de convergence en norme ‖.‖L2(0,T ;L2(Ω)) pour l’enthalpie,
et
aθ =
log(Eh1θ /E
h2
θ )
log(h1/h2)
= ordre de convergence en norme ‖.‖L2(0,T ;L2(Ω)) pour la tempe´rature,
ou` h1 et h2 sont deux valeurs diffe´rentes de la taille de maillage qui correspondent a` deux
valeurs diffe´rentes de Ehθ et E
h
H .
A partir des donne´es figurant dans les tableaux ci-dessus, nous pouvons re´pertorier,
dans le Tableau 3.4, les ordres de convergence aθ et aH en fonction de diffe´rentes valeurs
de γ:
γ 0.10 0.25 2.00
aH 0.781 0.901 0.963
aθ 0.914 1.033 1.009
Tableau: 3.4: les ordres de convergence
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Les re´sultats obtenus montrent qu’il y a bien convergence de la solution nume´rique vers la
solution exacte. D’autre part que plus le parame`tre de relaxation est proche de sa valeur
limite maximale, meilleure sera l’approximation de la solution exacte. Les re´sultats obte-
nus sont conformes aux re´sultats donne´s par P. A. Gremaud [Gre91].
Pre´sentation du cas test II: vitesse non nulle.
Dans ce cas test, qui se pre´sente dans un cadre tridimensionnel Ω ⊂ R3, nous introduisons
le phe´nome`ne de convection thermique. Nous supposons que la chaleur latente de fusion
est nulle, i.e. que la courbe tempe´rature enthalpie ne pre´sente pas de saut. Tous les calculs
sont effectue´s en utilisant une relation, entre les pas d’espace et les pas de temps de type
τ = Ch2, ou` C est une constante. Nous effectuons ce test en choisissant l’intervalle de
temps [0,T ] avec T = 1s .
Le domaine de calcul est un carre´ Ω = (0,1)3. La discre´tisation spatiale utilise des maillages
isotrope obtenu en divisant le domaine de calcul en cubes de meˆme taille et en cou-
pant chaque cube en 24 te´trae`dres, cette subdivision te´trae`drique est effectue´e apre`s
l’imple´mentation de nouveaux noeuds au centre de chaque cube et au centre de chaque face
de celui-ci. Afin d’estimer l’erreur, nous calculons la norme L2, note´e ‖.‖ et la semi-norm
H1, note´e ‖∇.‖ (≡ |.|H1), de la diffe´rence entre la solution exacte et la solution approche´e.
Nous faisons les meˆmes hypothe`ses que dans le cas test I en ce qui concerne les proprie´te´s
thermiques; elle sont suppose´es constantes dans chaque phase. De plus nous conside´rons
que la densite´ volumique ρ, la chaleur spe´cifique Cp et la conductivite´ thermique k = 1
sont constantes et e´gales a` 1. La fonction enthalpie-tempe´rature β est de´finie par:
β(λ) = λ.
Il est clair que la valeur maximale du parame`tre de relaxation pour laquelle le crite`re de
stabilite´ du sche´ma de Chernoff est satisfait a la valeur γ = 1.0.
La solution exacte pour l’enthalpie sera de´finie par:
He(x,y,z,t) = sin((1 + 2x)
pi
2
)cos(piy)cos(2piz)e−
t
25 ,
ou` He(x,y,z,t) = 0.15 est la valeur de l’enthalpie correspondant au changement de phase.
L’enthalpie approche´e est alors solution du proble`me suivant:
∂H
∂t
+ (u,∇H)−4β(H) = f dans Ω× (0,T ),
∂H
∂n
= 0 sur ∂Ω× (0,T ),
H(.,0) = sin((1 + 2x)
pi
2
)cos(piy)cos(2piz) dans Ω,
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ou` le second membre f est donne´ par:
f(x,y,t) = −
1
25
He + 6pi
2He + (u,∇He),
et le champ de vitesse u par:
u =
{
(1,1,1) si He > 0.15,
(0,0,0) si He ≤ 0.15.
Nous notons (comme dans le cas test I) que la relation entre la vitesse d’avancement va
du front de solidification ∆, et le saut du flux thermique est satisfaite i.e.
va.{H}∆ = {
(
(−k∇β(H) + ρCpu),n
)
}∆.
En effet:
{H}∆ = ` = 0.
De plus:
{
(
(−k∇β(H) + ρCpu),n
)
}∆ = {−
∂β(H)
∂n
}∆
= {−(∇H,n)}∆ = 0
Pre´sentation des re´sultats obtenus
Ce proble`me est re´solu en utilisant la relation (τ = 16h2). La solution nume´rique de
ce proble`me a` l’instant “t = 1 seconde” pour une taille de maillage h =1/64 est pre´sente´e
dans la Figure 3.12.
Figure 3.12: l’approximation du champ de la tempe´rture pour h = 1/64
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Les re´sultats obtenus pour l’ordre de la convergence dans ce cas test figurent dans le ta-
bleau suivant:
N-el h N-it ‖He-Hh‖ ‖∇He - ∇Hh‖ CPU “Second” Memoire “MB”
192 1/4 1 1.927 × 10−1 1.574 1 50.033
1536 1/8 4 5.963 × 10−2 0.817 5 50.177
12288 1/16 16 1.521 × 10−2 0.406 80 51.252
98304 1/32 64 3.817 × 10−3 0.203 2657 60.755
786432 1/64 256 9.553 × 10−3 0.101 169822 199.386
Tableau 3.5: ordre de convergence
ou` N-it est le nombre d’ite´rations de sche´ma de Chernoff. Nous de´signons par Eh la quan-
tite´ ‖He - Hh‖ et par E˜
h la quantite´ ‖∇He - ∇Hh‖. Si nous supposons que E
h = Cha et
E˜h = C˜ha˜, il s’en suit:
a =
log(Eh1/Eh2)
log(h1/h2)
= ordre de convergence en norme L2,
et
a˜ =
log(E˜h1/E˜h2)
log(h1/h2)
= ordre de convergence en semi-norme H1,
ou` h1 et h2 sont deux valeurs diffe´rentes de la taille de maillage qui correspondent a` deux
valeurs diffe´rentes de Eh et E˜h.
A partir des donne´es figurant dans le tableau ci-dessus, il est facile de trouver que a = 2
et a˜ = 1. Ces re´sultats sont conformes aux estimations the´oriques pour un tel type de
proble`mes ou` l’ordre de convergence est en O(τ + h2) pour la norme L2 et en O(τ + h)
pour la semi-norme H1.
Les tests que nous avons pre´sente´s, permettent de valider la programmation du proble`me
thermique effectue´e et de montrer la possibilite´ de coupler celui-ci avec le calcul MHD dans
le logiciel ALUCELL.
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Chapitre 4
Simulations nume´riques de
proble`mes industriels
Le but de ce chapitre est de pre´senter des re´sultats nume´riques dans un contexte in-
dustriel.
La premie`re section est consacre´e a` l’introduction des calculs e´lectro-thermiques sans cou-
plage avec l’hydrodynamique. Une comparaison avec d’autres re´sultats provenant de calculs
effectue´s par le logiciel “ANSYS” est propose´e lorsqu’une partie de la cuve est conside´re´e.
Nous pre´sentons e´galement des re´sultats du calcul e´lectro-thermique applique´ a` la situation
re´elle d’une cuve prise dans son inte´gralite´.
Dans la deuxie`me section de ce chapitre nous prenons en compte le champ des vitesses
dans le calcul e´lectro-thermique et nous e´tablissons alors un couplage MHD-Thermique.
Le calcul est effectue´ dans la cuve entie`re. Des re´sultats nume´riques sont ainsi pre´sente´s.
4.1 Simulations du proble`me industriel sans couplage avec
l’hydrodynamique
Dans cette section nous introduisons les conditions ge´ne´rales sous lesquelles les simula-
tions ont e´te´ effectue´es (coefficients de transfert thermique et conductivite´ artificielle) ainsi
que les proprie´te´s physiques des mate´riaux intervenant dans la simulation. Nous donnons
les principaux re´sultats qui en de´coulent.
4.1.1 Mode`le de la tranche
Une simulation nume´rique du proble`me couple´ e´lectro-thermique est traite´e dans une
partie de la cuve (slice model). L’importance du calcul introduit est double. Il repre´sente
d’une part une e´tape importante de l’adaptation du logiciel a` la situation industrielle et
d’autre part il permet de valider la fiabilite´ de ce logiciel a` l’aide de comparaisons avec les
re´sultats provenant du logiciel “ANSYS” utilise´ a` “Warsaw Technical University”.
Ge´ome´trie et maillage:
Comme nous l’avons de´ja` indique´, le calcul e´lectro-thermique a` vitesse nulle est effectue´
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dans une partie limite´e de la cuve (slice model) que nous appelons “tranche”. Nous
de´signons par “Ox”, “Oy” et “Oz” les axes d’un repe`re orthonorme´ d’origine “O” situe´e
au centre de la cuve et nous conside´rons que la ge´ome´trie de la cellule d’e´lectrolyse est
syme´trique par rapport aux plans “ z =0” et “ x =0” (voir Figure 4.1).
Figure 4.1: la cuve dans laquelle la tranche est de´coupe´e
Cette tranche est obtenue en faisant trois coupes: une longitudinale situe´e dans le plan “x
= 0” et deux transversales selon les plans “z = 0” et “z = 1.79 m”. Dans la Figure 4.2
nous voyons deux perspectives ge´ome´triques correspondant a` cette partie de la cuve.
Figure 4.2: la tranche
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Le domaine de calcul est forme´ de 23 sous-domaines repre´sente´s dans la Figure 4.5 et dans
le Tableau 4.1 donne´s plus loin. Comme indique´ dans la Figure 4.2, ce domaine contient
2.5 blocs anodiques et 3 blocs cathodiques. Le maillage de cette tranche est effectue´ dans
une premie`re e´tape par une subdivision hexae´drique avec le logiciel ANSYS. Dans une
deuxie`me e´tape nous utilisons le mailleur du logiciel ALUCELL qui subdivise chaque
e´le´ment hexae´drique en 5 te´trae`dres a` l’aide d’un algorithme qui garantit la conformite´ du
maillage.
Nous faisons l’hypothe`se que le contact thermo-e´lectrique est parfait entre les sous-domaines
constituant la tranche (le champ de tempe´rature et celui de potentiel e´lectrique sont conti-
nus). Nous n’avons donc pas introduit de doubles noeuds aux interfaces entre ces mate´riaux
pour de´crire le saut de la tempe´rature ou du potentiel e´lectrique. Le maillage est ainsi
constitue´ de 235080 te´trae`dres et 45259 noeuds y compris 11492 noeuds situe´s dans la
partie liquide de la tranche i.e. parties 8 et 9 dans la Figure 4.5.
Figure 4.3: le maillage te´trae´drique de la tranche
Hypothe`ses de simulation:
Comme de´ja` mentionne´ plus haut, le calcul est effectue´ sous l’hypothe`se que la vitesse est
nulle et en tenant compte de la continuite´ de la tempe´rature et du potentiel e´lectrique aux
interfaces entre les mate´riaux. Avec la syme´trie impose´e dans le paragraphe pre´ce´dent,
nous imposons des conditions d’isolation thermique et e´lectrique sur les parties du bord
situe´es selon les deux plans de syme´trie “x = 0” et “z = 0” indique´s pre´ce´demment. Nous
faisons l’hypothe`se que le gradient de la tempe´rature et celui du potentiel e´lectrique sont
simultane´ment ne´gligeables selon la direction “Oz”, ce qui permet d’imposer des conditions
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d’isolation thermique et e´lectrique sur la partie du bord situe´e selon le plan “z = 1.79 m”.
Remarque 4.1: Une validation des conditions de bord ci-dessus par rapport au comporte-
ment thermo-e´lectrique de la cuve n’e´tait possible qu’apre`s des observations expe´rimentales.
Graˆce au calcul e´lectro-thermique global d’une cuve dans son inte´gralite´ pre´sente´ dans les
parties suivantes, nous pouvons comparer les re´sultats obtenus par le calcul global avec
ceux obtenus par le calcul limite´ dans la tranche, pour juger le bien-fonde´ de ces conditions
limites impose´es sur la tranche.
Le proble`me e´lectrique est re´solu en imposant une densite´ de courant uniforme´ment re´partie
sur les teˆtes des tiges anodiques. Cette densite´ est estime´e en conside´rant que le courant
total I traversant la cuve est e´galement distribue´ sur les 22 tiges anodiques. La densite´ du
courant est alors e´gale a` I/22 divise´ par la surface de la section d’une tige anodique. Une
condition de Dirichlet sur le potentiel e´lectrique “voltage = 0” est impose´e sur la partie
du bord situe´e aux extre´mite´s des barres collectrices. (voir Figure 4.4)
Figure 4.4: conditions de bord thermo-e´lectriques
Dans les parties isolantes du domaine nous imposons une valeur de la conductivite´ e´lectrique
relativement faible et de l’ordre de 10−2(ohm.m)−1 qui sera justifie´e nume´riquement dans
la suite. Cette valeur qui est ne´gligeable par comparaison avec celle des parties conduc-
trices, est fixe´e de manie`re a` ce que le calcul ne pre´sente aucune sensibilite´ au choix des
valeurs plus faibles. Par contre le proble`me thermique est re´solu en posant une condition
de Dirichlet θ = 260 ◦C sur les teˆtes des tiges anodiques.
Sur les parties du bord qui ne sont pas situe´es dans les plans de coupes de´ja` indique´s,
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une hypothe`se de transfert thermique par convection et radiation est introduite. La ra-
diation est prise en compte implicitement dans l’estimation du coefficient de convection
thermique e´quivalent qui de´pend de la tempe´rature au bord et qui est donne´e par la formule
expe´rimentale:
α(θ) = c1 + c2(θ − c3) W/m
2. ◦C (4.1)
ou` c1, c2 et c3 sont des valeurs positives fixe´es expe´rimentalement par l’industrie. Pratique-
ment ces coefficients, ainsi que le courant total I, sont tels que: 5 < c1 < 9, 0.05 < c2 < 0.10,
75 < cs < 125 et 170 < I < 190 KA.
La tempe´rature de l’air θa a` l’exte´rieur de la cuve est suppose´e e´gale a` 50
◦C.
Dans ce mode`le statique ou` le fluide est conside´re´ en l’absence de mouvements, nous te-
nons compte de l’effet convectif duˆ a` la vitesse en imposant une valeur de conductivite´
thermique artificielle ka pour le fluide au lieu de la conductivite´ re´elle k = 1.2 W/m.
◦C.
Pratiquement ka satisfait l’ine´galite´ : 1800 < ka < 2300W/m.
◦C.
La source thermique est conside´re´e comme ne provenant que de l’effet Joule lie´ au pas-
sage du courant dans les milieux re´sistants de la cuve. Nous n’avons donc pas pris en
conside´ration la chute de potentiel e´lectrique lie´e a` l’e´lectrolyse. Les valeurs de la conduc-
tivite´ thermique et celles de la re´sistivite´ e´lectrique pour les diffe´rents mate´riaux de sous-
domaines sont introduites dans le Tableau 4.1:
Figure 4.5: distrubition des mate´riaux qui constituent la tranche
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electrical resistivity thermal conductivity
Mate. No Material/ part of the model R k
[ ohm.m ] [W/m.◦C]
0.07 - 200 ◦C
1 SKAMOLEX insulator 0.09 - 400 ◦C
0.10 - 600 ◦C
2 MOLAR INSULATING BRICKS insulator 0.15 - 200 ◦C
0.19 - 600 ◦C
3 SEMI INSULATING BRICKS insulator 0.30 - 200 ◦C
0.45 - 1000 ◦C
5 FIRE BRICKS insulator 1.16 - 540 ◦C
1.26 - 1100 ◦C
6 FIRE BRICKS insulator 1.16 - 540 ◦C
1.26 - 1100 ◦C
7 SIC insulator 25.7 - 500 ◦C
21.4 - 600 ◦C
insulator for θ < 960◦C 1.2 for θ < 965◦C
8 LIQUID ALIMINIUM 0.6 10−6 for θ > 960◦C ka for θ > 966
◦C
Linear betwen θ1,θ2 Linear betwenθ1 ,θ2
insulator for θ < 960◦C 1.2 for θ < 965◦C
9 BATH 0.4 10−2 for θ > 960◦C ka for θ > 966
◦C
Linear betwen θ1,θ2 Linear betwenθ1 ,θ2
10 CASTABLE REFRACTORY insulator 0.85 - 200 ◦C
0.90 - 1100 ◦C
11 CATHODE BLOCK 13 10−6 along the bar (X) 22 along the bar (X)
8 10−6 in directions (Y,Z) 45 in directions (Y,Z)
12 CAST IRON (collector bars) 0.2 10−3 40
13 ANODE BLOCK 0.5 10−4 5
14 RAMMING PASTE 0.585 10−4 8
15 CASTE IRON (anode studs) 0.200 10−3 40
16 COLLECTOR BARS 0.2 10−6 - 100 ◦C 50 - 100 ◦C
1.2 10−6 - 1000 ◦C 30 - 900 ◦C
17 RAMMING PASTE insulator 8
18 KAOWOOL SEALS insulator 0.1
19 STEEL SHELL insulator 50
20 ANODES STUDS (steel) 0.8 10−6 40
21 ANODES RODS (aluminium) 0.5 10−7 190
22 ALUMINA BEDDING insulator 0.25
23 ALUMINA COVER insulator 0.5
15 CASTE IRON (collector bars) insulator 40
Tableau 4.1: proprie´te´s des mate´riaux qui constituent la tranche.
Dans la ge´ome´trie ou` nous faisons le calcul la distance interpolaire entre l’interface aluminium-
bain et la face infe´rieure des blocs anodiques (ACD) est de l’ordre de 40 mm. Pour simuler
une situation industrielle ayant ACD = 60 mm, la valeur de la re´sistivite´ e´lectrique de la
couche de bain a e´te´ multiplie´e par un facteur 1.5 dans la direction de “y”. Cet ajustement
est introduit a` l’aide d’estimations industrielles.
Algorithme et re´solution:
Nous traitons le calcul ite´ratif e´lectro-thermique en partant d’une condition initiale d’en-
thalpie constante, nous appliquons un calcul e´lectrique suivi d’un cycle de calcul thermique
comme indique´ dans Figure 4.6. Une correction de la valeur des conductivite´s thermiques
est effectue´e a` la suite de chaque ite´ration du sche´ma de Chernoff, tandis que la correction
de la conductivite´ e´lectrique en fonction de la tempe´rature est effectue´e seulement a` la
fin de ce cycle de calculs thermiques. Nous re´solvons un proble`me pseudo-instationnaire
qui converge vers la solution stationnaire. Dans chaque cycle de calcul thermique nous
effectuons (n) ite´rations de Chernoff avec un pseudo-pas de temps τ relativement grand
(106 seconde) de manie`re a` ce que la convergence de l’algorithme global du couplage soit
atteinte en un minimum temps CPU.
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de Chernoff
calcul 
de l'effet Joule
n ite´rations
e´lectrique
ETJ−1
σJ = σ(θJ ) ETJ+1
θJ = θ
n
correctionHJ = H
n
H0 = HJ−1
Figure 4.6: re´solution ite´rative du proble`me de couplage e´lectro-thermique
ETJ : le cycle (J) du calcul e´lectro-thermique


HJ enthalpie
θJ tempe´rature
σJ conductivite´ e´lectrique
La convergence de ce calcul ite´ratif pseudo-instationnaire est ainsi e´tablie avec 7 cycles de
calcul e´lectro-thermique (0 < J < 8). Dans chaque cycle (ETJ) de calcul e´lectro-thermique
l’enthalpie HJ et la tempe´rature θJ sont obtenues en faisant un calcul thermique avec 15
ite´rations de Chernoff (n=15).
Rappelons que les matrices correspondant aux proble`mes e´lectriques et thermiques sont
syme´triques de´finies positives, ce qui permet l’utilisation des trois solveurs de´ja` indique´s
dans le chapitre 3 i.e GC, GMRES et AMG.
Re´sultats obtenus et commentaires:
Dans cette partie nous introduisons les re´sultats thermo-e´lectriques obtenus.
Nous commenc¸ons par l’introduction des re´sultats e´lectriques pre´sente´s dans les Figures
4.7, 4.8 et 4.9:
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Figure 4.7: le potentiel e´lectrique
Figure 4.8: chute de potentiel e´lectrique dans les griffes et les tiges anodiques
Dans la Figure 4.8 nous remarquons que la tension e´lectrique dans les griffes anodiques
diminue dans le sens de l’axe “Ox” ce qui indique que la chute de tension e´lectrique la plus
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forte est localise´e dans la partie des griffes anodiques situe´e pre`s du bord de la cuve. Ceci
est justifie´ par la faiblesse de la conductivite´ e´lectrique dans la zone de la tranche situe´e a`
coˆte´ du bord, juste au dessous de ces griffes. Une telle faiblesse de la conductivite´ e´lectrique
est due a` une cause ge´ome´trique lie´e a` l’existence de “ramming paste” (isolante) et a` une
cause thermique lie´e a` la formation du talus solidifie´, ce qui justifie aussi la distribution
non uniforme de la tension e´lectrique dans les blocs cathodiques (voir Figure 4.9). De plus,
nous observons dans la Figure 4.9, ainsi que dans la Figure 4.8, que la distribution du
potentiel e´lectrique varie selon la direction “Oz”, ce qui est justifie´ par la non syme´trie
du domaine de la tranche selon cette direction. Ceci montre que l’hypothe`se faite sur le
potentiel e´lectrique a` gradient nul selon la direction ”Oz”, ne correspond pas tout a` fait a`
la situation physique du proble`me.
Figure 4.9: le potentiel e´lectrique dans les blocs anodiques
En observant les Figures 4.7, 4.8 et 4.9, nous de´duisons que la chute du potentiel e´lectrique
la plus forte est localise´e dans la zone du bain. Ceci est cohe´rent avec le fait que cette zone
posse`de la conductivite´ e´lectrique la plus faible.
Dans les Figures 4.10 et 4.11 nous pre´sentons des re´sultats du calcul thermique qui per-
mettent de de´terminer la ge´ome´trie de talus solidifie´.
Nous pouvons voir, dans Figure 4.10, que le bain est situe´ dans la zone la plus chaude de
la tranche ce qui provient du fait que l’e´lectrolyte posse`de la re´sistivite´ e´lectrique la plus
grande.
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Figure 4.10: la tempe´rature
Nous observons, dans la Figure 4.10, que le champ de tempe´rature pre´sente des valeurs
comparables sur les deux parties oppose´es du bord situe´es dans le plan “z =0” et le plan
“z = 1.79 m”. Nous en concluons que le gradient thermique est relativement faible suivant
la direction Oz, ce qui est conforme avec l’hypothe`se d’adiabaticite´ impose´e a` la partie du
bord situe´e a` “z = 1.79 m”.
Figure 4.11: fraction liquide dans la zone du bain montre le profil du talus solidifie´
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Conductivite´ e´lectrique dans les parties isolantes:
Nous rappelons que nous avons impose´ une valeur “relativement faible” de la conductivite´
e´lectrique (σisol) dans les parties isolantes de notre domaine. Pour e´tudier la sensibilite´ du
calcul par rapport au choix de cette valeur de conductivite´, nous effectuons plusieurs cas
tests avec diffe´rentes valeurs de σisol en conservant toujours le meˆme maillage.
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Figure 4.12: effet de σisol sur la valeur maximale de la tempe´rature θmax
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Figure 4.13: Effet de σisol sur la chute totale du potentiel e´lectrique.
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Les re´sultats thermo-e´lectriques visualise´s dans les Figures 4.12 et 4.13, montrent que le
maximum de la tempe´rature ainsi que la chute totale du potentiel e´lectrique (diffe´rence
entre le voltage a` la teˆte de la tige anodique et celui a` la sortie des barres collectrices ) ne
de´pendent que tre`s peu de la valeur impose´e a` σisol pour autant qu’elle soit infe´rieure a` 1
(ohm.m)−1.
Performance des solveurs des grands syste`mes:
Nous rappelons que les calculs sont effectue´s avec un maillage contenant 11492 noeuds,
ce qui exige la re´solution de deux grands syste`mes line´aires au cours du calcul ite´ratif
e´lectro-thermique. Comme nous l’avons mentionne´ dans le chapitre 4, nous pouvons utili-
ser diffe´rents solveurs pour re´soudre ces syste`mes ayant des matrices syme´triques de´finies
positives.
Solveures Temps CPU Place me´moire
[minute] [GB]
AMG 39 1.34
GMRES avec pre´conditionnement ILU(0) 71 0.86
GMRES avec pre´conditionnement DIAG 269 0.85
CG avec pre´conditionnement ILU(0) 81 0.64
CG avec pre´conditionnement DIAG 50 0.63
Tableau 4.2: comparaison des performances de diffe´rentes me´thodes ite´ratives.
Dans le Tableau 4.2 nous pouvons voir que l’usage de AMG est avantageux en temps
CPU, tandis que la me´thode GMRES pre´conditionne´e par DIAG pre´sente le maximum
du temps de calcul. Ceci provient de la situation du proble`me qui est mal conditionne´ a`
cause des conditions limites impose´es sur la tempe´rature et le potentiel e´lectrique ou` des
conditions de Dirichlet sont impose´es seulement sur la partie du bord situe´e sur la barre
collectrice. De plus, la ge´ome´trie complexe du domaine contenant des e´le´ments de maillage
e´tire´s rend aussi la matrice du proble`me e´lectrique ou thermique mal conditionne´e. Par
contre la me´thode AMG exige une place me´moire maximale (1.34 GB), ce qui provient
du fait que l’algorithme de cette me´thode ne´cessite un stockage simultane´ de diffe´rentes
matrices correspondant a` diffe´rents niveaux d’agre´gation.
Comparaison avec les re´sultats ANSYS
Nous commenc¸ons par une comparaison faite entre les re´sultats obtenus sur le potentiel
e´lectriques par notre calcul et ceux obtenus par la routine ANSYS. Nous pre´sentons dans
le Tableau 4.3 les diffe´rentes valeurs de chute de potentiel e´lectrique relatif a` diffe´rentes
parties de la tranche. Les parties concerne´es par cette comparaison sont les griffes ano-
diques, les anodes, le bain et l’aluminium, les blocs et les barres cathodiques.
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ANSYS ALUCELL
parties du mode`le chute de potentiel chute de potentiel
e´lectrique [Volts] e´lectrique [Volts]
tiges et griffes anodiques 0.211 0.207
anodes 0.215 0.208
aluminium et bain 1.344 1.332
blocs et barres cathodiques 0.364 0.391
Tableau 4.3: comparaison de chute de potentiel e´lectrique .
Nous voyons que la somme des valeurs de la chute de potentiel, dans ces deux calculs,
correspond a` la valeur de la chute de potentiel totale dans la tranche repre´sente´e dans la
Figure 4.7.
Comme il ressort de la Figure 4.5, les griffes anodiques sont partiellement inse´re´es dans
les blocs anodiques qui sont eux meˆmes partiellement immerge´s dans le bain. La chute de
potentiel au niveau des anodes est alors estime´e comme la diffe´rence entre les valeurs mi-
nimales du potentiel au niveau des griffes et des anodes respectivement. De meˆme la chute
de potentiel au niveau du bain et de l’aluminium est estime´e comme e´tant la diffe´rence
entre les valeurs minimales du potentiel au niveau des anodes et de la couche d’aluminium
respectivement.
Nous tenons compte du fait que la tranche contient 2.5 anodes tandis qu’il y a 22 anodes
dans la cuve correspondante; ceci permet de dire que la puissance dissipe´e par effet Joule
dans toute la cuve peut eˆtre estime´e de l’ordre 222.5 fois celle calcule´e dans la tranche. Par
conse´quent cette puissance est e´gale a` 222.5 × 42.83 = 370 KWatts, ce qui est comparable a`
l’estimation fournie par le calcul avec ANSYS (372 KWatts).
Afin de montrer la correspondance des re´sultats thermiques entre les deux calculs ALU-
CELL et ANSYS, nous choisissons de comparer les valeurs de la tempe´rature en des points
situe´s dans le domaine de calcul. Le Tableau 4.4 donne les coordonne´es de ces points, le
nume´ro de re´fe´rence des sous domaines auxquels ils appartiennent et la tempe´rature en
chaque point; ceci pour les deux logiciels ALUCELL et ANSYS.
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ALUCELL ANSYS
N◦ Sous-domaine X Y Z tempe´rature, tempe´rature,
|θAnsys−θAlucell|
maxθAlucell
[cm] [cm] [cm] θAlucell [
◦C] θAnsys [
◦C] [%]
1 7 210.95 78.12 1.90 406.91 414.05 0.7
2 8 0.00 90.13 75.33 992.65 989.15 0.34
3 8 46.29 90.13 129.48 991.72 988.22 0.35
4 8 77.10 92.96 0.00 989.44 985.81 0.37
5 8 100.48 84.46 171.36 987.20 983.57 0.36
6 8 131.27 87.30 129.12 983.23 979.41 0.38
7 8 162.52 78.80 128.05 978.01 973.88 0.42
8 8 185.67 89.38 140.53 974.17 969.60 0.46
9 9 0.00 99.80 0.00 992.55 989.00 0.36
10 9 14.30 97.80 148.20 992.98 989.52 0.35
11 9 23.19 99.80 112.20 992.45 988.95 0.35
12 9 61.96 99.80 33.00 990.45 986.84 0.36
13 9 108.57 96.80 93.60 986.32 982.63 0.37
14 9 162.31 96.80 39.60 978.12 973.92 0.42
15 9 192.18 110.55 140.82 973.41 968.30 0.52
16 17 181.48 81.63 8.45 974.99 970.77 0.43
17 17 191.90 90.13 44.800 972.96 968.42 0.46
Tableau 4.4: comparaison des valeurs de la tempe´rature obtenues par ALUCELL et ANSYS.
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Figure 4.14: Les valeurs de la tempe´rature calcule´es par ANSYS et ALUCELL.
Pour estimer la diffe´rence qui existe entre les re´sultats des deux logiciels montre´s dans le
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Tableau 4.3, nous divisons leur diffe´rence en chaque point, par la valeur maximale de la
tempe´rature dans la tranche. Nous remarquons ainsi que l’e´cart maximal de 1.4 % entre
les re´sultats de ces deux calculs a lieu dans le mate´riaux (7 ) i.e. Silicium. Cet e´cart est de
l’ordre des approximations nume´riques engendre´es par la discre´tisation.
Le temps de calcul de´ja` introduit dans le Tableau 4.2, est de l’ordre de 39 minutes pour
le solveur AMG, ce qui reste comparable au temps de calcul ANSYS (26 minutes) si nous
tenons compte du fait que ce dernier a un nombre d’e´le´ments de maillage hexae´driques
cinq fois plus petit que le nombre d’e´le´ments te´trae´driques intervenant dans notre calcul.
Ainsi un temps supple´mentaire doit eˆtre consacre´ par ALUCELL pour l’assemblage des
matrices e´le´mentaires.
4.1.2 Mode`le d’une cuve prise dans son inte´gralite´
Dans cette partie de tarvail nous pre´sentons un calcul nume´rique du proble`me ther-
mique couple´ avec le proble`me e´lectrique effectue´ dans une cuve d’e´lectrolyse entie`re.
L’importance de ce calcul provient du fait qu’il repre´sente une e´tape dans la simulation
nume´rique au niveau industriel puisque les calculs faits par d’autres centres de recherche
dans un cadre similaire e´taient, a` notre connaissance, toujours effectue´s dans des parties
limite´es de la cuve. Ce calcul est donc le premier qui tienne compte de la cuve dans son
inte´gralite´.
Ge´ome´trie et maillage:
En plus des mate´riaux situe´s a` l’inte´rieur de la cellule d’e´lectrolyse, le domaine de cal-
cul comprend aussi certains conducteurs exte´rieurs a` celle-ci. (voir Figure 4.15)
Figure 4.15: une cuve comple`te
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Le domaine, dans lequel le calcul est effectue´, est forme´ de 32 sous domaines y compris
ceux introduits dans la section pre´ce´dente. Comme l’indique la Figure 4.15, ce domaine
comprend 22 blocs anodiques et 28 blocs cathodiques dispose´s successivement selon la di-
rection de l’axe “Ox”. En comparaison avec le mode`le de la tranche nous voyons que ce
domaine contient des sous domaines supple´mentaires repre´sente´s dans la Figure 4.18 et
dans le Tableau 4.5 donne´s plus loin.
Comme dans le cas de la tranche nous effectuons un maillage te´trae´drique du domaine
en le raffinant dans la partie correspondant a` la zone du bain. Nous obtenons alors un
maillage comprenant 924463 e´le´ments et 177465 noeuds, y compris les 91210 noeuds situe´s
dans le sous domaine contenant l’aluminium et le bain (voir parties 8 et 9 de la Figure 4.5).
Figure 4.16: Maillage te´trae´drique d’une cuve comple`te
Hypothe`ses de simulation:
Nous faisons l’hypothe`se que le fluide est au repos et que le contact thermo-e´lectrique
est parfait aux interfaces entre les mate´riaux.
Le proble`me e´lectrique est re´solu en imposant une densite´ de courant sur les parties du
bord situe´es aux entre´es des barres omnibus: E1, E2 et E3 voir (Figure 4.17) et en imposant
une valeur nulle du potentiel e´lectrique sur les parties du bord S1, S2 et S3 situe´es a` la
sortie de ces meˆmes barres. Une condition d’isolation e´lectrique est impose´e sur les autres
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parties du bord.
Figure 4.17: entre´e et sortie du courant traversant la cuve
Le courant total I est divise´ en trois courants ayant les valeurs r1I, r2I et r3I impose´es
sur E1, E2 et E3 avec r1 + r2 + r3 = 1. La valeur de la densite´ du courant est estime´e en
divisant le courant correspondant a` chaque partie “entre´e” par la surface de celle-ci.
Le proble`me thermique est re´solu en imposant une condition de Dirichlet θ = 50 ◦C sur les
parties “entre´es” et “sorties” de´ja` indique´es.
D’une fac¸on analogue au calcul de la tranche, nous imposons sur le bord du domaine une
condition de convection thermique pour laquelle le coefficient de transfert est donne´ par
(4.1). Rappelons que le transport de chaleur par convection est simule´ par une augmen-
tation de la conductivite´ thermique. Dans ce cas nous faisons usage d’une conductivite´
artificielle ayant la meˆme valeur que celle utilise´e dans le calcul de la tranche. Il reste
maintenant a` pre´ciser les carcte´ristiques thermo-e´lectriques des mate´riaux constituant le
domaine du calcul. Nous conservons a` cet effet les valeurs introduites dans les calculs de
la tranche en y ajoutant les valeurs concernant les parties supple´mentaires pre´sente´es dans
la Figure 4.18 et le Tableau 4.5.
77
Figure 4.18: Les mate´riaux de connexion externe
electrical resistivity thermal conductivity
Mate. No Material/ part of the model R k
[ ohm.m ] [W/m.◦C]
25 BEAM 0.50 10−6 190
26 ANODES RISER 0.29 10−7 190
27 ANODES RISER 0.29 10−7 190
28 RISER (flexes) 0.29 10−7 190
29 BUSBARS 0.29 10−7 190
30 BUSBARS 0.29 10−7 190
31 BUSBARS 0.29 10−7 190
32 FLEXES 0.29 10−7 190
33 CONNEXION BARRE CATH-FLEXES 0.80 10−6 190
Tableau 4.5: proprie´te´s des mate´riaux de connexion e´lectrique.
Re´sultats obtenus et commentaires:
Nous utilisons le meˆme sche´ma de couplage que dans la Figure 4.6. Apre`s 5.5 heures
de calcul (PC Pentium(R) 4, CPU 2.80 GHz, 2 GB RAM), en re´solvant les syste`mes
par la me´thode ite´rative alge´brique AMG, nous obtenons les re´sultats du calcul thermo-
e´lectriques.
Le potentiel e´lectrique obtenu est donne´ dans la Figure 4.19. Nous observons que la valeur
du potentiel est maximale dans les parties E1, E2 et E3. La chute de potentiel est rela-
tivement faible dans la poutre et les tiges anodiques, ce qui correspond a` la conductivite´
e´lectrique qui est e´le´ve´e dans ces mate´riaux. Les valeurs minimales du potentiel e´lectrique
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commencent a` apparaˆıtre dans les mate´riaux (31) et (32) de la Figure 5.18 qui corres-
pondent a` la sortie de la cuve.
Figure 4.19: le potentiel e´lectrique
Il est clair, que la chute de potentiel maximale a lieu dans la partie du domaine qui contient
les mate´riaux les plus re´sistants: blocs anodiques et bain liquide ce qui est en accord a` ce
qui est pre´sente´ dans la Figure 4.20.
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Figure 4.20: repre´sentation de la zone dans laquelle la chute de potentiel est la plus grande
Nous pre´sentons dans la Figure 4.21 une visualisation du potentiel e´lectrique dans un sous-
domaine de la cuve. L’emplacement de ce sous-domaine est celui de la tranche (pre´sente´e
dans la section pre´ce´dente). Les re´sulats observe´s pre´sentent une variation du voltage
e´lectrique selon la direction “Ox”, ce qui ne correspond pas a` l’hypothe`se du gradient de
potentiel e´lectrique ne´gligeable selon cette direction dans le calul de la tranche.
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Figure 4.21: le potentiel e´lectrique restreint a` la zone de la tranche
Les re´sultats thermiques donnent un champ de tempe´rature au niveau de la cuve ayant la
valeur maximale 979◦C comme il ressort de la Figure 4.22.
Figure 4.22: la tempe´rature visualise´e dans la cuve avec et sans couverture (Mat. N 0 23)
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Nous pre´sentons dans la Figure 4.23 une visualisation du champ de tempe´rature dans le
sous-domaine de la cuve qui correspond a` la tranche. Les re´sultats observe´s pre´sentent
une variation ne´gligeable de la tempe´rature selon la direction “Ox”, ce qui justifie l’hy-
pothe`se de gradient thermique ne´gligeable selon cette direction dans le calcul de la tranche.
Figure 4.23: le champ de la tempe´rature restreint a` la zone de la tranche
Dans la Figure 4.24 nous observons le profil elliptique du talus solidifie´, ce qui est justifie´
par l’absence d’effets convectifs.
Figure 4.24: fraction liquide dans la couche du me´tal montrant le profil du talus solidifie´
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La stabilite´ de la cuve est lie´e au champ des forces e´lectromagne´tiques ge´ne´re´es par les
courants e´lectriques. Il est alors instructif d’observer l’effet de la solidification thermique
sur la forme et l’intensite´ des lignes de courant e´lectrique. Dans ce but nous calculons en
norme L1 dans chacun des mate´riaux la diffe´rence ∆j entre:
– l’intensite´ du courant e´lectrique provenant d’un calcul e´lectrique de la cuve sans talus,
– l’intensite´ du courant e´lectrique provenant du calcul e´lectro-thermique.
Cette diffe´rence est mesure´e relativement au courant total I (voir Tableau 4.6).
‖∆j‖L1 Estimation relative
N◦ Mate´riaux KA au courant total [% ]
8 LIQUID ALIMINIUM 34.883 19.71
9 BATH 1.750 0.99
11 CATHODE BLOCK 23.822 13.46
13 ANODE BLOCK 3.360 1.90
14 RAMMING PASTE 0.469 0.26
15 CASTE IRON (anode studs) 0.102 0.06
16 COLLECTOR BARS 12.684 7.17
17 RAMMING PASTE 1.789 1.01
20 ANODES STUDS (steel) 3.543 2.00
22 ANODES RODS (aluminium) 4.671 2.64
25 BEAM 6.376 3.60
26 ANODES RISER 0.071 0.04
27 ANODES RISER 0.189 0.11
28 RISER (flexes) 0.000 0.00
29 BUSBARS 3.602 2.03
30 BUSBARS 9.737 5.50
31 BUSBARS 6.377 3.60
32 FLEXES 4.967 2.81
33 CONNEXION BARRE CATH-FLEXES 1.496 0.84
Tableau 4.6: effet de solidification sur le courant e´lectrique.
Il est clair d’apre`s ce tableau que l’effet du champ thermique sur les lignes de courant est le
plus grand dans la couche du me´tal, ce qui provient de fait que le talus solidifie´ a sa partie
la plus e´paisse dans cette zone. De ce fait, une de´viation relativement forte du courant
e´lectrique a lieu non seulement dans l’aluminium mais aussi dans les blocs cathodiques qui
sont en contact avec le talus solidifie´.
Dans le Tableau 4.7 nous pre´sentons la dissipation par effet Joule dans chacun des mate´riaux
e´lectriquement conducteurs:
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N◦ Mate´riaux Dissipation par effet Joule [KWatts]
8 LIQUID ALIMINIUM 0.31
9 BATH 232.71
11 CATHODE BLOCK 7.70
13 ANODE BLOCK 21.13
14 RAMMING PASTE 0.12
15 CASTE IRON (anode studs) 3.97
16 COLLECTOR BARS 15.72
17 RAMMING PASTE 0.60
20 ANODES STUDS (steel) 24.09
22 ANODES RODS (aluminium) 5.69
25 BEAM 5.33
26 ANODES RISER 0.59
27 ANODES RISER 11.37
28 RISER (flexes) 8.44
29 BUSBARS 11.62
30 BUSBARS 10.61
31 BUSBARS 0.96
32 FLEXES 1.87
33 CONNEXION BARRE 26.35
Tableau 4.7: dissipation par effet Joule obtenue par le calcul e´lectro-thermique.
La puissance thermique totale (Input Heat) est la somme de toutes les valeurs mentionne´es
dans ce tableau. Elle est de l’ordre de 389.18 KWatts.
Afin de ve´rifier la conservation e´nerge´tique de notre calcul e´lectro-thermique, nous pre´sentons
dans le Tableau 4.8 un calcul de la dissipation thermique convective (Output Heat) au bord
du domaine. Le calcul est e´tabli pour chaque mate´riau appartenant au bord conside´re´.
N◦ Mate´riaux Chaleur dissipe´e par convection
[KWatts]
16 COLLECTOR BARS 13.56
19 STEEL SHELL 155.54
20 ANODES STUDS (steel) 75.07
22 ANODES RODS (aluminium) 15.74
23 ALUMINA COVER 72.87
25 BEAM 8.57
26 ANODES RISER 0.24
27 ANODES RISER 10.43
28 RISER (flexes) 6.50
29 BUSBARS 10.17
30 BUSBARS 10.09
31 BUSBARS 1.37
32 FLEXES 9.69
33 CONNEXION BARRE 11.95
Tableau 4.8: dissipation thermique par convection au bord de la cuve (output Heat) obtenu par le
calcul e´lectro-thermique
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La valeur totale de l’e´nergie dissipe´e par convection est de l’ordre de 401.79 KWatts ce qui
correspond a` un erreur nume´rique de l’ordre de 3.14 %. Ces re´sultats sont parfaitement
comparables avec l’erreur estime´e dans des calculs e´lectro-thermiques effectue´s par Marc
Dupuis dans des parties limite´es de la cuve (voir [MDUP97] pages 9 et 12).
4.2 Simulations du proble`me thermique couple´ avec la MHD
Dans la section pre´ce´dente nous avons traite´ le proble`me thermique sans convection.
L’effet convectif duˆ a` la MHD est pris en compte artificiellement en faisant usage d’une
conductivite´ thermique additionnelle.
Dans le calcul e´lectro-thermique de la section pre´ce´dente le champ e´lectrique ne de´pend que
de la tempe´rature et re´ciproquement. En tenant compte de la MHD, le champ e´lectrique
est aussi influence´ par la vitesse dans le bain. De plus il y a “des effets d’interaction” entre
le champ e´lectrique et l’induction magne´tique.
En effectuant le couplage MHD-Thermique il est ne´cessaire de tenir compte du fait que
le champ de vitesse est soumis simultane´ment a` l’effet du champ thermique, du courant
e´lectrique et de l’induction magne´tique.
Ainsi l’e´tablissement d’un couplage MHD-Thermique complet est relativement complique´.
L’importance du calcul tenant compte du couplage introduit dans cette section est grande
car celui-ci n’a jamais e´te´ effectue´ auparavant.
La ge´ome´trie du domaine et le maillage utilise´ sont les meˆmes que ceux introduits dans la
section pre´ce´dente. Les conditions de bord pour les variables e´lectro-thermiques sont iden-
tiques a` celles de´ja` pre´sente´es pre´ce´demment. Nous conservons les caracte´ristiques de´ja`
introduites pour les diffe´rents mate´riaux. Seule la conductivite´ thermique, utilise´e dans ce
calcul, est celle correspondant a` sa valeur re´elle. Nous ne faisons donc pas usage d’une
conductivite´ artificielle.
4.2.1 Hypothe`ses du couplage MHD-Thermique
Afin d’aborder par e´tapes ce proble`me complexe, nous faisons les hypothe`ses suivantes:
-L’interface entre les deux fluides est suppose´e horizontale.
-L’induction magne´tique est fixe´e a` partir d’un calcul MHD de´ja` effectue´. Un pas ite´ratif
de l’algorithme est alors de´crit dans la Figure 4.25:
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Figure 4.25: algorithme de re´solution ite´rative du proble`me de couplage MHD-Thermique.
Dans chaque cycle de cet algorithme nous traitons successivement les calculs EM, HD et
Th, jusqu’a` l’obtention de la convergence vers une solution stationnaire. La valeur initiale
de l’enthalpie introduite dans le sche´ma de Chernoff utilise´ dans ce calcul MHD-Thermique
est celle de´ja` obtenue dans le calcul e´lectro-thermique avec des fluides au repos. Pour dimi-
nuer le temps du calcul, il est possible d’effectuer apre`s chaque calcul EM, plusieurs cycles
du calcul HD-Th.
Pour re´soudre les syste`mes line´aires, nous utilisons AMG pour la re´solution de EM,
GMRES avec un pre´conditionnement ILU(0) pour la re´solution de proble`mes HD et Th.
Re´sultats obtenus et commentaires:
Apre`s 10 heures de calcul (PC Pentium(R) 4, CPU 2.80 GHz, 2 GB RAM), nous ob-
tenons la convergence de l’algorithme du couplage MHD-Thermique. Nous repre´sentons
dans la Figure 4.26 les re´sultats relatifs au champ e´lectrique.
Figure 4.26: Le potentiel e´lectrique dans un couplage MHD-Thermique
86
La chute du potentiel e´lectrique observe´e est comparable a` celle obtenue dans le calcul fait
avec les fluides au repos.
Figure 4.27: la tempe´rature visualise´e dans la cuve avec et sans couverture (Mat. N 0 23,
Figure 4.5)
Figure 4.28: Le profil en forme de guitare pour le talus solidifie´ au niveau des interfaces
aluminium-cathode et aluminium-bain
La Figure 4.28 laisse apparaˆıtre l’effet convectif de la vitesse dans la configuration du talus
solidifie´ sur le bord de la cuve en prenant la forme d’une “guitare”. Dans la Figure 4.29
nous observons la correspondance entre le champ de vitesse et le profil du talus.
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Figure 4.29: Le champ de vitesse au niveau de l’interface bain-me´tal
Comme dans le calcul e´lectro-thermique, le calcul MHD-Thermique ne pre´sente aucune
solidification dans la zone centrale au fond de la cuve. Ceci montre que la formation de
“boue” ou “sludge” observe´e dans l’industrie de l’aluminium, n’est pas un phe´nome`ne
purement thermique. La pre´sence de celle-ci doit eˆtre lie´e a` des phe´nome`nes chimiques et
a` l’effet Marangoni, effets que nous n’avons pas pris en compte dans notre mode`le. Dans
le but de mettre en e´vidence les effets de la solidification sur la forme et l’intensite´ des
lignes de courant e´lectrique, nous calculons, en norme L1, dans chacun de mate´riaux, la
diffe´rence ∆j entre:
– l’intensite´ du courant e´lectrique provenant d’un calcul e´lectrique dans la cuve sans
talus (les domaines 8 et 9 de la Figure 4.5 sont parfaitement liquides),
– l’intensite´ du courant e´lectrique provenant du calcul MHD-Thermique.
Cette diffe´rence est mesure´e relativement au courant total I (voir Tableau 4.9)
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‖∆j‖L1 estimation relative
N◦ Mate´riaux KA au courant total
[% ]
8 LIQUID ALIMINIUM 30.206 17.06
9 BATH 1.562 0.88
11 CATHODE BLOCK 19.648 11.10
13 ANODE BLOCK 2.764 1.56
14 RAMMING PASTE 0.332 0.19
15 CASTE IRON (anode studs) 0.082 0.04
16 COLLECTOR BARS 9.827 5.55
17 RAMMING PASTE 1.724 0.97
20 ANODES STUDS (steel) 2.788 1.57
22 ANODES RODS (aluminium) 2.836 1.60
25 BEAM 4.925 2.78
26 ANODES RISER 0.053 0.03
27 ANODES RISER 0.141 0.08
28 RISER (flexes) 0.00 0.00
29 BUSBARS 2.661 1.50
30 BUSBARS 7.679 4.34
31 BUSBARS 4.295 2.43
32 FLEXES 3.837 2.17
33 CONNEXION BARRE CATH-FLEXES 1.155 0.65
Tableau 4.9: effet de la solidification sur le courant e´lectrique.
Comme dans la situation ou` la vitesse a e´te´ supprime´e, nous observons que l’effet du
champ thermique sur les lignes de courant est plus intense dans la couche de me´tal.
La puissance thermique totale (Input Heat) est obtenue en sommant toutes les valeurs
mentionne´es dans le Tableau 4.10. Elle est de l’ordre de 408.50 KWatts.
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Calcul MHD-Thermique
N◦ Mate´riaux Joule Dissipation [KWatts]
8 LIQUID ALIMINIUM 0.36
9 BATH 250.23
11 CATHODE BLOCK 8.11
13 ANODE BLOCK 21.47
14 RAMMING PASTE 0.15
15 CASTE IRON (anode studs) 4.03
16 COLLECTOR BARS 15.97
17 RAMMING PASTE 0.61
20 ANODES STUDS (steel) 24.07
22 ANODES RODS (aluminium) 5.74
25 BEAM 5.59
26 ANODES RISER 0.59
27 ANODES RISER 11.37
28 RISER (flexes) 8.44
29 BUSBARS 11.70
30 BUSBARS 10.40
31 BUSBARS 1.00
32 FLEXES 1.87
33 CONNEXION BARRE 26.40
Tableau 4.10: Dissipation par effet Joule obtenue par le calcul MHD-Thermique.
Afin de voir si la conservation e´nerge´tique est ve´rifie´e dans notre calcul MHD-Thermique,
nous pre´sentons dans le Tableau 4.11 un calcul de la dissipation thermique convective
(Output Heat) au bord de la cuve. La valeur totale de l’e´nergie dissipe´e par convection
est de l’ordre de 398.3 ce qui repre´sente une erreur nume´rique relative par rapport a` la
dissipation totale par convection de l’ordre de 2.5 % .
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Chaleur dissipe´e
N◦ Mate´riaux par convection [KWatts]
16 COLLECTOR BARS 13.54
19 STEEL SHELL 153.11
20 ANODES STUDS (steel) 75.28
22 ANODES RODS (aluminium) 15.84
23 ALUMINA COVER 71.40
25 BEAM 8.60
26 ANODES RISER 0.24
27 ANODES RISER 10.43
28 RISER (flexes) 6.50
29 BUSBARS 10.19
30 BUSBARS 10.05
31 BUSBARS 1.39
32 FLEXES 9.71
33 CONNEXION BARRE 12.00
Tableau 4.11: dissipation thermique par convection au bord de la cuve (output Heat), calcul
MHD-Thermique
4.2.2 Comparaisons entre les calculs e´lectro-thermique et MHD-Thermique
Afin d’observer l’effet du champ de vitesse sur le profil du talus, nous pre´sentons dans
la Figure 4.30 et la Figure 4.31 la fraction liquide provenant de ces deux calculs pour
diffe´rentes coupes verticales paralle`lement au plan “Oyz”. Les sections transversales sont
prises aux meˆmes endroits pour les deux types de re´sultats
Figure 4.30: fraction liquide obtenue par le calcul e´lectro-thermique
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Figure 4.31: fraction liquide obtenue par le calcul MHD-Thermique
Pour comparer ces re´sultats avec une situation industrielle, nous observons l’e´paisseur du
talus au niveau de l’interface aluminium-bain. Cette observation est effectue´e dans une
section transversale prise selon le plan vertical “Oyz” au milieu de la cuve. L’e´paisseur du
talus obtenue par le calcul e´lectro-thermique est de l’ordre de 15 cm des deux coˆte´s du
bain. Dans le cas du calcul MHD-Thermique, nous avons obtenu un talus d’une e´paisseur
de 12 cm du cote´ (y > 0) et 18 cm du cote´ (y < 0). (voir Figure 4.32 )
Figure 4.32: l’e´paisseur du talus obtenu par le calcul MHD-Thermique et e´lectro-thermique
D’apre`s les mesures expe´rimentales l’ e´paisseur du talus au niveau d’interface alumium
bain dans le plan “Oyz” est de l’ordre de 16 cm.
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D’autre part comme il ressort des observations faites dans l’industrie, la distribution des
valeurs de conductivite´ e´lectrique dans les barres collectrices joue un roˆle tre`s important
dans l’ame´lioration du rendemment e´nerge´tique de la cuve, d’ou` l’importance de comparer
les valeurs de cette conductivite´ e´lectrique, pour les calculs e´lectro-thermique et MHD-
Thermique. (voir Figure 4.33)
Figure 4.33: les valeurs de la conductivite´ e´lectrique et de la tempe´rature dans les barres
collectrices
La conductivite´ e´lectrique dans les barres collectrices est une fonction line´airement de´croissante
de la tempe´rature. Ceci justifie le fait que la tempe´rature repre´sente´e dans la Figure 4.33
ait une allure inverse de celle de la conductivite´ e´lectrique. La diffe´rence entre la valeur
de la conductivite´ provenant du calcul e´lectro-thermique avec celle provenant du calcul
MHD-Thermique est relativement faible, ce qui correspond a` la diffe´rence relativement
faible entre les deux valeurs de la dissipation par effet Joule provenant de ces deux calculs
(voir Tableau 4.7 et 4.10 ).
4.2.3 Effet de tourbillons hydrodynamiques sur le champ thermique
Comme nous l’avons de´ja` mentionne´ la vitesse du fluide modifie la configuration du
talus solidifie´. Rappelons que le calcul thermique avec vitesse (MHD-Thermique) est ini-
tialise´ par les valeurs d’enthalpie re´sultant du calcul sans vitesse (e´lectro-thermique). Afin
de mettre en e´vidence l’effet des tourbillons dans le fluide sur le champ thermique, nous
pre´sentons l’e´volution de la tempe´rature sur le caisson au cours des cycles de calcul MHD-
thermique:
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Il est clair que le profil de la tempe´rature sur les deux coˆte´s du caisson est syme´trique pour
les re´sultats provenant du calcul e´lectro-thermique. Par contre la distribution des valeurs
de la tempe´rature devient de plus en plus asyme´trique au cours des cycles de calcul MHD-
Thermique. La valeur maximale de la tempe´rature sur chaque coˆte´ du caisson converge
vers 380 degre´s sur un coˆte´ et 443 degre´s sur l’autre, ce qui est comparable aux valeurs
maximales de tempe´rature observe´es par des mesures industrielles.
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Chapitre 5
Conclusions et perspectives
Par la nature meˆme du sujet aborde´, la re´daction de ce me´moire a souvent un ca-
racte`re technique. De ce fait il nous a paru opportun de de´gager ici les articulations et les
re´sultats principaux puis de mentionner quelques uns des proble`mes auquel il pourrait don-
ner lieu. Le pre´sent travail se situe dans le prolongement des e´tudes ante´rieures ([ROS86]
et dans [DFR98]) destine´es a` la de´rivation de crite`res permettant de de´terminer le ca-
racte`re stable ou instable du mouvement des fluides dans une cuve de Hall-He´roult. Dans
la re´fe´rence mentionne´e ci-dessus ces crite`res proviennent d’une analyse en fre´quences des
e´quations de la MHD, line´arise´es autour d’une solution stationnaire. Il ressort des e´tudes
nume´riques effectue´es dans [ROS86] et dans [DFR98] que la fiabilite´ de ces crite`res repose,
pour une large part, sur la pre´cision avec laquelle cette solution stationnaire est obtenue.
Par pre´cision nous entendons ici non seulement celle lie´e a` une approche nume´rique cor-
recte mais e´galement celle relative a` l’ade´quation entre le mode`le et la description des
caracte´ristiques de la cuve. C’est dans cette optique que le mode`le introduit de´crit non
seulement l’hydrodynamique et l’e´lectromagne´tique mais e´galement la thermique de la
cuve. L’hypothe`se selon laquelle densite´ et viscosite´ sont inde´pendantes de la tempe´rature
a ne´anmoins e´te´ conserve´e de sorte que, a` l’exception de la conductivite´ e´lectrique et de
la condition sur la frontie`re du domaine occupe´ par les fluides, qui devient ici l’une des
inconnues du proble`me, les e´quations de la MHD ainsi que les conditions de saut et d’in-
terface, de´rive´es dans [DFR98], demeurent inchange´es. La de´termination de cette frontie`re
constitue donc le centre autour duquel ce travail s’articule.
D’un point de vue physique cette frontie`re est localise´e a` l’aide de la transition de phase
qui prend place entre le talus, qui repre´sente la partie solide, et le bain e´lectrolytique ou
l’aluminium qui repre´sente la partie liquide. Mathe´matiquement la frontie`re est obtenue
par la re´solution d’un proble`me de Ste´phan dans lequel le front de solidification tend, au
cours d’ite´rations pseudo-temporelles, vers la solution stationnaire. Dans cette re´solution
l’e´quation de la chaleur, conside´re´e en distributions, est formule´e en terme de l’enthalpie.
On y ajoute une relation qui exprime le lien entre cette fonction thermodynamique et la
tempe´rature. Le terme source de l’e´quation provient du de´gagement de chaleur par effet
Joule duˆ au passage du courant e´lectrique dans les fluides. La frontie`re est alors identifie´e
au front de solidification correspondant a` l’e´tat stationnaire.
Le champ de vitesse qui entre dans le terme convectif, ainsi que le courant e´lectrique
qui donne lieu a` l’effet Joule, sont de´termine´s a` l’aide d’un processus ite´ratif. A chaque
e´tape de celui-ci ces deux grandeurs sont obtenues a` l’aide du code ALUCELL, ope´rant
97
dans un domaine fluide dont la ge´ome´trie est de´finie par ce front de solidification. De
fac¸on plus pre´cise nous avons choisi une re´solution ite´rative pseudo-instationnaire pour le
proble`me thermique, de´fini dans les variables enthalpie et tempe´rature, en faisant usage
d’un sche´ma de Chernoff. Il nous paraˆıt important d’insister sur le fait que la re´solution
nume´rique obtenue tient compte des interactions entre la MHD et la thermique dans les
cuves de Hall-He´roult.
Elle a e´te´ applique´e avec succe`s dans le cas de cuves actuellement utilise´es par l’industrie
ou` elle permet de de´terminer le profil du talus, donc la forme de la frontie`re du domaine
occupe´ par les fluides. La forme en “guitare” obtenue met en e´vidence l’existence de zones
plus froides qu’il est possible de mettre en corre´lation avec les domaines dans lesquels
le champ de vitesse est d’intensite´ plus faible. Dans ce travail le couplage entre les flux
thermiques et la description des fluides dans le cadre de la MHD provient du changement
introduit dans la forme des talus et, par voie de conse´quence, dans la distribution des
courants e´lectriques dans la cuve.
En levant l’hypothe`se, moyennant laquelle densite´ et viscosite´ sont inde´pendantes de
la tempe´rature, d’autres couplages, par exemple entre champ de vitesse et champ de
tempe´rature, pourraient eˆtre mis en e´vidence. Dans un prolongement de ce travail il devrait
par exemple eˆtre possible d’introduire, a` l’aide d’une me´thode de Boussinesq, les effets lie´s
a` la convection thermique.
Un autre prolongement de notre e´tude concerne l’interface entre bain e´lectrolytique et
aluminium, qui est repre´sente´e dans notre mode`le par un plan horizontal. Puisque, par
l’introduction d’un terme de “Carman-Kozeny”, le talus solidifie´ est conside´re´ comme un
fluide dont la vitesse est nulle, abandonner cette contrainte, donc conside´rer cette interface
comme une inconnue, reviendrait a` re´soudre le de´licat proble`me du de´placement de celle-
ci, au cours des ite´rations conduisant a` l’e´tat stationnaire, non seulement dans la partie
liquide mais e´galement dans la partie solide ou` la vitesse est nulle.
Le mode`le que nous avons traite´ n’introduit aucun me´canisme permettant de simuler
l’e´volution des talus sous l’effet des contraintes de cisaillement ge´ne´re´es par les fluides en
mouvement. Cet effet pourrait donc eˆtre pris en compte lors de de´veloppements ulte´rieurs.
Il devrait enfin eˆtre possible de tenir compte, dans le mode`le de la MHD, des changements
apporte´s dans les flux thermiques par l’e´chappement presque continu du gaz, produit par
la re´action de re´duction, au voisinage des anodes.
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Annexe B
Principales notations utilise´es
1. Notations lie´es a` l’e´lectromagne´tisme:
- b Tesla : Induction magne´tique.
- j Am−3 : Densite´ volumique de courant.
- e Vm : Champ e´lectrique.
- µ0 V s A
−1m−1 : Perme´abilite´ dans le vide.
- σ (ohm m)−1 : Conductivite´ e´lectrique dans un conducteur.
- φ Volts : Potentiel e´lectrique.
2. Notations lie´es a` l’hydrodynamique:
- u m/s : Vitesse de fluide.
- p N/m2 : Pression de fluide.
- Γ : Interface aluminium-bain.
- ψ N/m2 : Saut de contraintes hydrodynamiques normales a` l’interface Γ.
- µ : Viscosite´
- ρ Kg/m3 : Densite´ volumique (aluminium: 2270 Kg/m3; bain: 2130 Kg/m3).
3. Notations lie´es a` la thermique:
- θ ◦C : Tempe´rature.
- H KJ/m3 : Enthalpie volumique.
- Cp KJ/Kg
◦C : Chaleur spe´cifique.
- ` KJ/m3 : Chaleur latente de fusion par unite´ de volume.
- k KW/m ◦C : Chaleur latente.
- α KW/m2 ◦C : Coefficient de convection thermique.
- fs : Fraction solide.
103
104
Curriculum Vitae
Originaire de Liban, je suis ne´ le 14 novembre 1973 a` Mayfadoune “Liban sud”. J’ai ef-
fectue´ ma scolarite´ primaire et secondaire sur mon lieu d’origine. J’ai ensuite poursuivi mes
e´tudes a` l’Universite´ Libanaise a` Beyrouth, ou` j’ai obtenu en 1998 le diploˆme d’inge´nieur
civil avec orientation vers le stockage de de´chets radioactifs en collaboration avec l’Ecole
des mines a` Nancy France. J’ai occupe´ jusqu’a` l’anne´e 2000 un poste d’inge´nierie civile dans
une entreprise a` Beyrouth. J’ai en meˆme temps, obtenu le diploˆme d’e´tudes approfondies
DEA en mode´lisation et calcul intensif e´tabli en partenariat avec l’Ecole Polytechnique
Fe´de´rale de Lausanne EPFL. Depuis mars 2001, je suis assistant doctorant dans l’institut
d’analyse et calcul scientifique a` la section de mathe´matiques de l’EPFL, mon travail est
consacre´ a` l’e´tude thermique dans une cuve d’e´lectrolyse d’aluminium en collaboration
avec l’industrie Alcan.
105
